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Capitulo 1

Conceptos de Navegacion
Aérea

1.1. Introduccion

La navegacién puede definirse como el conjunto de técnicas utilizadas para des-
plazarse entre un par de puntos conocidos, llamados origen y destino, siguiendo
una trayectoria también conocida.

Implicita en esta definicién estd el procesamiento de informacién: es necesario
conocer la posicidn en cada momento, y ello implica poseer (de alguna manera)
la informacidn necesaria y aplicarle los procedimiento y algoritmos adecuados
para obtener dicha posicién. La manera como se obtenga la informacién reque-
rida determinard el tipo de navegacién que estd siendo utilizada.

Si bien durante mucho tiempo el término navegacién estuvo asociado esencial-
mente a barcos, el desarrollo de la aviacién le agregd una nueva dimensidn:
ademds de la posicién horizontal (latitud y longitud), se necesita también la
altura de la aeronave para garantizar que no se acerca peligrosamente a algtn
obstaculo. Se habla entonces de navegacién 3D.

Finalmente, el gran congestionamiento del espacio aéreo en muchas partes del
mundo hace necesario agregar otra variable mas: el tiempo. El tener disponible
un sistema de navegacién que permita mantener sincronizadas las operaciones de
las aeronaves facilita el introducir mas aeronaves en el mismo espacio aéreo sin
comprometer la seguridad. Esta es la navegacién 4D, y ests siendo desarrollada
actualmente.



2 Conceptos de Navegacion Aérea

1.2. Definiciones basicas sobre navegacién aérea

En esta seccién se proporcionardn una serie de importantes definiciones que
determinaran un lenguaje comin necesario para todo aquél que esté relacionado
con el tema de la navegacidn, y que es necesario tener en cuenta para abordar
temas mds complejos relacionados con la navegacién aérea.

Puede obtener mayores detalles y profundizar en estas definiciones si consul-
ta, entre otras, las obras de [Hofmann-Wellenhof et al., 2003], [Calvo, 2002] y
[Sdez-Nieto and Portillo-Pérez, 2003].

Marco de coordenadas de referencia: define un punto de origen y un conjunto
de ejes que parten de dicho origen con una determinada orientacién. Estos ejes
son los llamados ejes de coordenadas.

Los marcos de referencia pueden o no ser inerciales. Se habla de un marco de
referencia inercial si éste no estd sujeto a aceleraciones, encontrandose en reposo
o en movimiento traslacional uniforme. En los marcos de referencia inerciales se
pueden aplicar las leyes de la mecdnica de Newton.

Posicion: es el conjunto de coordenadas que identifica a un punto dado en un
marco de coordenadas especifico. El proceso para hallar la posicién a menudo
es llamado posicionamiento.

Enrutamiento: se denomina asi al proceso de planificar la ruta adecuada para
llegar al destino.

Guiado: éste es el procedimiento para que un vehiculo siga por la ruta predefi-
nida.

Trayectoria: se define como el conjunto de puntos del espacio por los cuales
pasa la aeronave durante su vuelo.

Ruta: es la curva resultante de proyectar la trayectoria sobre la superficie de la
Tierra.

Waypoints: son puntos conocidos a lo largo de la ruta, y a menudo resaltan por
alguna razén en particular (Lugares de reporte obligatorio, puntos de interseccién
de aerovias, etc.).

Tramo: llamado en inglés “leg” (pierna), se define como un segmento de ruta
comprendido entre dos waypoints.

La Figura 1.1 ilustra la relacién entre los conceptos anteriores.
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Trayectoria

X "”

Waypoints

Figura 1.1: Trayectoria, ruta, tramo y waypoints

1.2.1. Curso, derrota, rumbo y marcacion

Curso deseado: es el dngulo entre el norte (cualquiera que se esté usando:
magnético, geogréfico, etc) y la linea recta que une dos waypoints sucesivos en
la ruta. En inglés se denomina “Desired Track”, y se abrevia DTK.

Derrota: es el angulo entre el norte y la linea tangente a la ruta (dicha tangente
corresponde, por cierto, al vector velocidad de la aeronave). En inglés se le llama
“Track’ o TK.

Error transversal: el error transversal o "“Cross-Track Error’ (XTE) es la dis-
tancia perpendicular entre la posicién de la aeronave y la linea que representa
al curso deseado.

Es conveniente tener en cuenta que la diferencia entre el curso deseado (DTK) y
la ruta realmente seguida ( TK) por lo general es producida por factores externos
tales como el viento cruzado (en el caso de las aeronaves) o las corrientes
marinas (si se habla de barcos).

Rumbo: el rumbo o “Heading” (HDG) es el dngulo entre el norte y el eje
longitudinal de la aeronave (hacia donde apunta su nariz). No coincide necesa-
riamente con el vector velocidad ( Track) dado que es posible, por ejemplo, que
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el piloto modifique el rumbo para contrarestar un viento cruzado.

Marcacion: se define como el dngulo entre el norte y la linea recta que une a
un punto de referencia dado con la aeronave. A menudo, el punto de referencia
coincide con alguna instalacién importante en tierra tal como una radioayuda.
En inglés se le llama “Bearing".

Note que el “bearing’ dependerad siempre del punto que se esté tomando como
referencia.

La Figura 1.2 presenta la relacién entre los conceptos anteriores.

*Norte

Norte

* Norte
A

<
Y, Viento
\\cruzado

Curso deseado
DTK

— — —

WPT1

Figura 1.2: Curso, derrota, rumbo y marcacién

1.2.2. Tiempos estimados en ruta y de llegada

ETE: Estimated Time En-route es el intervalo de tiempo estimado que tardara la
aeronave en su ruta desde el punto de origen hasta el punto de destino.

ETA: Estimated Time of Arrival es |a hora estimada en que la aeronave llegara a
su punto de destino propuesto.
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1.2.3. EIl Norte

El aparentemente simple concepto de “Norte” engloba una serie de definiciones
que es necesario conocer y diferenciar adecuadamente:

= Norte geografico: es el que viene dado por la interseccidén del eje de
rotacién de la Tierra con la superficie de la misma !. Es llamado también
“Norte verdadero”, y en él confluyen todos los meridianos.

= Norte magnético: es el punto donde la mayor parte de las lineas de
fuerza del campo magnético terrestre entran en la superficie. Se puede
detectar utilizando instrumentos tales como la brijula y la “flux valve’
(equivalente a la brdjula en las aeronaves modernas).

Es importante hacer notar que el norte geografico y el magnético NO
coinciden, y que ademas el norte magnético cambia su posicién con el
tiempo.

= Declinaciéon magnética: es el angulo de desviacion entre las posiciones
del norte magnético y geogréfico, vistas desde un punto en particular. Se
denota como D y se considera positiva cuando el dngulo medido esta hacia
el Este del norte verdadero, y negativo en caso contrario.

En términos practicos, lo anterior significa que si sobre un punto de la
superficie terrestre la brdjula marca un rumbo de 115°, y sabemos que
la declinacién magnética en ese punto es 4° E, el rumbo verdadero seran
119°.

En la figura que se muestra a continuacion se representa la declinacién
magnética para dos puntos diferentes de la superficie terrestre. Note que
en uno de ellos la geometria es tal que la declinacién es cero.

= Lineas isdgonas: se llaman asi a las lineas que, sobre las cartas de navega-
cién o los mapas, unen puntos que tienen la misma declinacién magnética.
Son también denominadas lineas isogdnicas. Adicionalmente, si una linea
corresponde a puntos con declinacién 0°, se habla de /inea agdnica.

Seguidamente se presenta un mapa mundial con los valores de la declina-
cién magnética para el aiio 2000.

= Norte de la Brdjula: es el norte magnético tal y como lo indica a bordo
el instrumento adecuado (brijula o flux valve). No indica realmente el
norte magnético pues el instrumento comete errores por diversas razones
(presencia de masas metélicas cercanas, lineas de campo magnético que
no son horizontales, etc).

LEn realidad esta definicién incluye también al polo sur geografico. El norte serd entonces
el que se encuentra en el hemisferio con mayor cantidad de tierra emergida sobre el nivel del
mar.
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Figura 1.3: Declinacién magnética en dos puntos diferentes de la Tierra
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Figura 1.4: Declinacién magnética - Aiio 2000
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= Desviacién magnética: es el error angular cometido por la brijula o flux
valve. El fabricante de la aeronave puede corregirla hasta cierto punto.

El esquema a continuacién presenta la relacién entre los nortes geografico,
magnético y de la brijula con sus correspondientes diferencias angulares.

Norte Geogréfico

A
Norte brijula
.‘ Norte Magnético
1
\ 2
‘\ /7|
\
\ 4
\ //
1
== —Viag;,
- ~Acign /
\ S /
\ ~/
\ Qcs:
v Sicn / d
‘\ S ./
A
v
| s
\ 4
i /
V4
\
« 4 >
Oeste Este

Figura 1.5: Los diferentes nortes y sus diferencias angulares

» Norte de la Cuadricula: cuando se navega a grandes latitudes (muy
al norte o muy al sur del planeta), no tiene sentido guiarse por el norte

magnético debido, entre otras cosas, a las grandes declinaciones implica-
das.

Es por ello que se define arbitrariamente el Norte de la Cuadricula como

el norte indicado por los meridianos de la carta de navegacién que se
estd usando para navegar.

1.3. Tipos de navegacién

En las siguientes secciones se presenta una breve descripcion de los tipos de
navegacion aérea mds comunes.

1.3.1. Navegacion visual

En este tipo de navegacidn, el piloto debe identificar visualmente varios puntos
de referencia a lo largo de su ruta. De esa manera podra determinar su posicién
correcta y hacer las correcciones necesarias en caso de existir desviaciones.
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1.3.2. Navegacion a estima

Llamada en inglés dead reckoning, representa el proceso mediante el cual, a
partir de una posicién previa bien conocida (llamada fix), y estimando el vector
velocidad de la aeronave y el tiempo transcurrido, se obtiene (por integracién
en funcién del tiempo) la posicién actual de la aeronave.

Posicidén
Estimada

AN

Posicién
conocida

Figura 1.6: Navegacién a estima

Si, dado un marco de referencia arbitrario, las coordenadas de la posicidn previa
conocida P; son (x1,y1) y las de la nueva posicién P, son (x2,y2), entonces
el vector que une ambas posiciones se puede denotar como 12, y en notacién
vectorial:

—

Tip = To — 1 = (z2,92) — (x1, 1) = (T2 — 21,92 — Y1) (1.1)

En forma matricial se expresaria como en la Ecuacién 1.2.

Y2 U1 Y2 — Y1

o o " T2 1 T2 — T
Y entonces, la navegaciéon a estima implica que:

t2 t2

U1odt = Z1 + / vdt (1.3)

_‘225’14-512:5’14-/
t1

t1

Noétese que en la Ecuacidn 1.3 se asume que el vector T2 es igual a la integracion
del vector velocidad estimada ¥. Esto no necesariamente es asi, debido a que
el vector velocidad estimada ¥ no necesariamente es igual al vector velocidad
real U5. Esto en general se debe a:
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= Una componente adicional a la velocidad del avién, causada tipicamente,
por el viento (vy,). La accién del viento, si no estd alineada con la velocidad
del avién, lo saca de su curso deseado (track).

Por otra parte, si el viento estd alineado, pero en contra, causard una
sobre-estimacién (overshoot) de la posicidn (se estimard que la aeronave
estd mds alld de donde realmente estd), y si estd a favor causard una
sub-estimacién (undershoot) de la posicidn.

= Un error del sistema de navegacidon. Los errores mds perniciosos en este
sentido son los errores sistematicos, que son aquellos en los que hay un
sesgo (o bias) que continuamente altera la medida en una misma direccién
(causando, por ejemplo, una desviacién constante hacia la derecha de 0.1°
por minuto).

Debido al proceso de integracién implicito en este tipo de navegacidn, se tiene
el inconveniente de que los errores son acumulativos, es decir: una pequeiia
desviacién en las estimaciones iniciales de la posicidén se va convirtiendo con el
paso del tiempo en un gran error, tal y como indica la Figura 1.7.

Posicidn
Estimada

Posicion
Verdadera

Posicién Inicial

Figura 1.7: Error acumulativo en la navegacion a estima

Es por esta razén que la navegacién a estima debe combinarse con otros tipos
de navegacién (el visual, por ejemplo) para obtener una correccién de la posicidn
que permita empezar una iteraciéon “fresca” del método (es decir, cada cierto
tiempo hace falta obtener un fix confiable).

También es conveniente acotar que la navegacién a estima en aerondutica se usa
para conocer la posicién en 2D. Para obtener la altura se utilizan las indicaciones
que proporcionan instrumentos como el altimetro barométrico.
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1.3.3. Navegaciéon auténoma

Se habla de navegacién auténoma cuando ésta se realiza sin necesidad de utilizar
sefales emitidas por transmisores de referencia en la tierra o en el espacio. Al
principio se requiere partir de una posicién conocida y en la practica es necesario
cotejar los resultados cada cierto tiempo usando otro tipo de navegacion.

La mds comdn de estas es la Navegacion inercial, donde se utiliza un Sistema
de Navegacion Inercial (INS por sus siglas en inglés) que consiste en una
plataforma estabilizada con girdscopos que sirve como marco de referencia.

Dentro de dicha plataforma unos acelerémetros y girédscopos permiten medir
los cambios de velocidad (tanto traslacional como rotacional) y, mediante inte-
gracién sucesiva de los datos, obtener la posicién de la aeronave y su actitud?,
como se indica en las Ecuaciones 1.4y 1.5

i(t) — v = [, adt

1.4
T(t) — Zo = [,, vdt (14)
o R t -
d(t) — @y = adt
S = do = Jy, ¢ (1.5)
0(t) — 0o = [, wdt
Donde:

m (. Vector aceleracidn traslacional.

m ¥: Vector velocidad traslacional.

m U Vector posicién.

= a: Vector aceleracién angular.

—

m J: Vector velocidad angular.

[ ]
By

: Vector posicién angular.

Note que segtin las Ecuaciones 1.4 y 1.5, en realidad se estd llevando a ca-
bo un sofisticado proceso de dead reckoning, y debido a que la plataforma
giro-estabilizada no es perfecta, en los calculos se van introduciendo errores
acumulativos que deben ser corregidos mediante fuentes externas al cabo de un
cierto tiempo de vuelo.

2Se define como actitud de una aeronave los dngulos que su morro y alas forman con la
referencia que es el horizonte. De esa manera hablamos de actitud morro arriba, ala izquierda
abajo, etc.
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Dicho tiempo es variable segtin la calidad del INS utilizado: un sistema de bue-
na calidad acumula un error en distancia de un kildmetro o menos por hora,
y el error angular tipicamente es menor a pocas décimas de grado por ho-
ra [Wikipedia, 2007].

1.3.4. Navegacion basada en ayudas

En este caso se cuenta con la asistencia de dispositivos instalados en tierra que
asisten como puntos de referencia en la navegacién. Pueden funcionar por radio
o ser de naturaleza visual.

Ayudas de radio (Radioayudas)

Las radioayudas se pueden clasificar segiin el tipo de informacién que propor-
cionan:

= Direccion a un punto fijo: este tipo de ayudas simplemente indica,
mediante una aguja, la direccién en la que tendria que volar el piloto para
llegar a un punto de referencia dado. A este tipo pertenece el sistema
ADF/NDB.

= Azimutales: el azimut es el dngulo horizontal formado entre un eje de
referencia (por ejemplo el vector radioayuda-norte magnético), y el vector
radioayuda-aeronave. En esta clasificacién entran, entre otros, el VOR'y
el ILS/LLZ.

Usar una radioayuda azimutal a menudo se denomina navegacion theta
(0), por la notacién que recibe habitualmente el dngulo proporcionado
(azimut).

= Cenitales: en este caso se proporciona el dngulo vertical entre el eje
de referencia radioayuda-horizonte y el vector radioayuda-aeronave. El
ILS/GS es el ejemplo tipico.

= De distancia: este tipo de ayudas proporcionan la distancia entre radio-
ayuda y aeronave. Como esta distancia a menudo se denota como ‘“rho
(p), se habla entonces de navegacion rho. A esta categoria pertenece el
DME.

En la Figura 1.8 se presenta la vista aérea de una estacién DVOR en Bélgica.
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Figura 1.8: Vista aérea de un DVOR (Wikimedia)

Ayudas visuales

Utilizadas casi desde los inicios mismos de la aviacién, por lo general estdn
asociadas a la operacidn de aterrizaje:

= De punto fijo: permiten identificar facilmente desde lo lejos un punto de
referencia importante. El faro aerondutico es el ejemplo tipico.

= De direccién: proporcionan al piloto informacién valiosa sobre la direccién
de, por ejemplo, el viento (manga de viento) o el eje de la pista (luces de
eje de pista).

= De elevacion: en este caso se indica al piloto el dangulo vertical con el
que se aproxima a la pista. Entran en esta categoria los sistemas de luces
PAPI, VASI, etc.

La Figura 1.9 muestra el tipico emplazamiento de un sistema PAPI.

1.3.56. Navegacion por satélite

Los ultimos avances en la tecnologia espacial estdn generando una revolucién
en la manera como se realiza la navegacién. De hecho, se estima que antes del
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Figura 1.9: Precision Approach Path Indicator - PAPI (Wikipedia)

2020 los sistemas basados en navegacién por satélite sustituirdn a casi todos los
demds sistemas utilizados actualmente.

Estos sistemas reciben el nombre genérico de GNSS (Global Navigation Satellite
Systems) porque su cobertura es mundial. Los representantes mds importantes
son:

= GPS: sistema estadounidense de origen militar, es actualmente el mds
conocido y desarrollado. Empezé a operar a principios de la década de
1980 y se estdn ejecutando planes para su modernizacion.

s GLONASS: la respuesta soviética al GPS, con las dificultades econémicas
de la ex-URSS cayé a niveles de inoperatividad. Sin embargo, hay planes
de reactivarlo gracias a la ayuda de la Unién Europea.

s GALILEO: es el futuro sistema GNSS, totalmente civil, actualmente en
desarrollo por parte de la Unién Europea. Poseerd caracteristicas que lo
hardn mucho mas avanzado que el GPS.

La Figura 1.10 es una representacidn artistica de un satélite GPS de la generacién
[F.

Es muy importante acotar que en la actualidad ninguno de los sistemas GNSS
operativos pueden utilizarse, por si solo, como método Unico de navegacién
aérea. Hay dos causas principales para esto:

En primer lugar, tanto el sistema GPS como el GLONASS son de naturaleza
militar y no hay garantia de que operen continuamente para los usuarios civiles
(GALILEO se encuentra aun en fase de desarrollo).

En segundo lugar, ninguno de los sistemas GNSS proporciona actualmente in-
tegridad, es decir, la garantia de que el piloto recibira rapidamente y de manera
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Figura 1.10: Satélite GPS (Wikimedia)

automatica la advertencia de que el sistema tiene una falla y dejé de funcionar
adecuadamente.

Es por esta razén que se han desarrollado sistemas adicionales a los GNSS que
los complementan. Estos son los llamados Sistemas de Aumento y existen
bdsicamente tres categorias:

m SBAS: sistemas de aumento basados en satélites. Proporcionan satélites
auxiliares y estaciones de referencia en tierra con funciones especificas
que complementan a los GNSS y los hacen aptos para navegacién en ruta
y aproximaciones a la pista. Los ejemplos son WAAS (estadunidense),
EGNOS (europeo) y MSAS (japonés).

m GBAS: sistemas de aumento basados sélo en instalaciones en tierra. El
ejemplo tipico es el LAAS (adn en desarrollo), son de corto alcance y
estan enfocados en la asistencia en el aterrizaje.

n ABAS: sistemas de aumento basados en instrumentos a bordo de la ae-
ronave. Combinan informacién de varios instrumentos aeronauticos y en
funcién de esto monitorizan el estado de los satélites GNSS.

1.4. Métodos para determinar la posicion

Adicionalmente al método dead reckoning, descrito en la Seccién 1.3.2, existen
varias maneras de obtener la posiciéon segin la naturaleza de las ayudas de
navegacion disponibles para el aeronavegante.
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1.4.1. Maétodo theta-theta

Este método se utiliza cuando se tienen disponibles varias radioayudas de tipo
azimutal, o en general, cuando el sistema de navegacién obtiene angulos entre
ejes de referencia, puntos de referencia y la posicién actual.

Para explicar los fundamentos del método®, imagine primero que el sistema de
navegacion de la aeronave obtiene el angulo 61 entre la posicién de la aeronave,
el punto de referencia P; y un eje de referencia, tal y como ilustra la Figura 1.11.
Si el punto de referencia es, por ejemplo, una estaciéon VOR, el eje de referencia
apunta al norte magnético.

N
A
//LOPl
PA”,f
Sk
s
P

Figura 1.11: Theta fix

El conocimiento del dngulo #; determina una linea de posicion (o LOP, por
sus siglas en inglés). Se sabe entonces que la aeronave se encuentra en algdn
lugar a lo largo de LOP;: la linea que empieza en el punto P; y se aleja de
dicho punto en la direccién 6.

Si se toma un marco de referencia rectangular de origen cualquiera, con su eje
Y paralelo al el eje de referencia hacia el norte de la radioayuda, y se supone
que las coordenadas del punto P; en dicho sistema vienen dadas por (x1,y1),
entonces se tiene una situacién como la mostrada en la Figura 1.12.

Entonces, se puede demostrar que la posicién (x4,y4) de la aeronave es posible
expresarla de manera simple como la ecuacién de una recta:

ya =tan(90 — 01)(xa — 1) + 11 (1.6)

3En esta explicacién se supondrd que la superficie de la Tierra es plana, lo cual es una
aproximacion razonable sélo para distancias mucho menores que el radio de curvatura de la
Tierra.
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Figura 1.12: Theta fix con marco de referencia

Sin embargo esta informacién, aunque muy Util, es insuficiente para determinar
la posicion exacta de la aeronave: existe un numero infinito de posiciones que
cumple con la condicién establecida por la LOP; (Ecuacién 1.6). Esté claro que
se tiene una dnica ecuacién y que existen dos incégnitas

Es por ello que se dice que hay una ambigiiedad en la posicién. Para resolverla,
es necesario obtener informacién adicional. Hablando en términos matemati-
Cos, es necesario encontrar otra ecuaciéon que no sea linealmente dependiente
de la primera.

Ahora bien, si dentro del alcance del sistema de navegacién de la aeronave se
encuentra otra estacion VOR P, que proporcione una segunda medicién 6, la
situacion serd la planteada en la Figura 1.13.

En este caso, se tiene una segunda linea de posicién LOP,, que al intersectarse
con LOP; proporcionard la posicion de la aeronave. La Ecuacién 1.7 representa
d LOP2

ya = tan(90 — 02) (x4 — x2) + Y2 (1.7)

Las Ecuaciones 1.6 y 1.7 se combinan entonces para resolver el sistema y obtener
la posicién.

Obviamente, en las consideraciones anteriores se ha supuesto que las coordena-
das de los puntos P, y P eran conocidas (de alli que se les considere puntos
de referencia). Por lo general, esto supone que dichos puntos estdn en lugares



1.4. Métodos para determinar la posicion 17
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Figura 1.13: Theta-theta fix

fijos.

No obstante, pudiera darse el caso de que dichos puntos fueran méviles, y
entonces el sistema de navegacién deberia tener informacién suficiente para
calcular la posicién de los puntos de referencia en cada instante (como se hace,
por ejemplo, con los satélites de los sistemas GNSS).

1.4.2. Maétodo rho-theta

En ocasiones, junto con el VOR puede existir una estacion DME colocalizada®
en el punto P;. En este caso, ademds de un angulo 6, se tiene una distancia o
rango pi1, como indica la Figura 1.14.

Como puede verse, hay dos lineas de posicién: LOP; correspondiente al dngulo
01y LOP,, que corresponde al rango p; (de hecho, estd “linea de posicién” es
en realidad una circunferencia, pero el concepto se mantiene). En la interseccién
entre ambas LOPs se encuentra la aeronave.

La ecuacién que corresponde a LOP, se puede expresar como en 1.8:

(ya — yl)2 + (a4 — x1)2 = p% (1.8)

Note que este sistema puede resolverse incluso si el VOR y el DME no estdn en

*Es decir, colocada en el mismo lugar o muy cerca (a menos de un centenar de metros), y
asociada al VOR desde el punto de vista operativo y funcional (por ejemplo, sus frecuencias
estan relacionadas entre si).
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Figura 1.14: Theta-rho fix

el mismo lugar. Asimismo, es posible que la LOP de p constante intersecte a la
LOP de 6 constante en mds de un lugar, dando como resultado una ambigiiedad
que deba resolverse con informacién adicional.

1.4.3. Método rho-rho

En este caso, se tienen al menos dos radioayudas que proporcionan informacién
de distancia, como se indica en la Figura 1.15.

Se puede ver con facilidad la aparicién de una ambigliedad en la parte inferior
de la Figura 1.15. Las fuentes de informacién adicional usadas habitualmente
para resolver dicha ambigiiedad son:

= Agregar mediciones (ecuaciones) adicionales (de p o ) que permitan
discernir la posicién correcta.

= Dado que la aeronave despega de una posicién conocida, un registro cui-
dadoso de la ruta seguida puede permitir discriminar cudl es la posicién
correcta. Esto significa que se estd utilizando informacién adicional del
pasado (en vez del presente) para resolver la ambigiiedad.

» Para vehiculos terrestres y acudticos, a veces es posible utilizar informacién
sobre el entorno para resolver la ambigiiedad. Por ejemplo, el sistema de
navegacion de un barco puede descartar una ambigliedad que caiga en
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Figura 1.15: Rho-rho fix

tierra, y el de un coche podria eliminar todas las posiciones posibles que
caigan fuera de calles y carreteras.

Método hiperbdlico

El método hiperbdlico es una versién del p-p, pero en vez de utilizar los rangos
absolutos se utiliza la diferencia entre ellos. Variaciones del método usan la
diferencia entre fases, o tiempos de recepcién, como muestran los diversos sis-
temas de navegacion que utilizaban este método, como el Omega, el LORAN,
el Decca, etc.

El uso de la diferencia entre rangos genera LOPs que son hipérbolas, como
muestra la Figura 1.16.

Note que en la Figura 1.16 la ambigiliedad queda resuelta al generar la hipérbola
entre los puntos P y Pj.

1.56. Conceptos sobre las Ondas Electromagnéticas

1.5.1. Caracteristicas generales

Como su nombre lo indica, las radioayudas basan su funcionamiento en las
ondas de radio. Por ello, es necesario empezar explicando los conceptos bdasicos
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Figura 1.16: Hiperbolic fix

asociados a las ondas en general y a las ondas electromagnéticas en particular
(de las cuales las ondas de radio son apenas un subconjunto).

En este sentido, es menester empezar definiendo lo que es una onda electro-
magnética: es un tipo de radiacién en forma de onda que se caracteriza por
poseer dos campos: un campo eléctrico y otro campo magnético, oscilando per-
pendicularente entre si. La Figura 1.17 representa una onda electromagnética:

Light Wave

3= wavelength

E = amplitude of

L -
electric field
T N | N M= amplitude of
. | s .'I E \ .'l magnetic field
____ﬂ:l_‘\__]‘;'l";_.l‘_ |_._..L_L_F

distance —»

Figura 1.17: Onda electromagnética (Wikipedia)

Siguen a continuacién una serie de conceptos que es necesario repasar para
entender mejor el comportamiento de estas ondas y sus aplicaciones.
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Ciclo: se denomina ciclo a cada patrén repetitivo de una onda.
Periodo: es el tiempo que tarda la onda en completar un ciclo.

Frecuencia: nimero de ciclos que completa la onda en un intervalo de tiempo. Si
dicho intervalo es de un segundo, la unidad de frecuencia es el Hertz (Hz). Otras
unidades de frecuencias muy utilizadas (en otros dmbitos) son las “revoluciones
por minuto” (RPM) y los “radianes por segundo” (rad/s).

El periodo y la frecuencia estan relacionados como muestra la Ecuacién 1.9.

1
f=7 (19)

Amplitud: es la medida de la magnitud de la maxima perturbacién del medio
producida por la onda.

Longitud: la longitud de una onda viene determinada por la distancia entre los
puntos inicial y final de un ciclo (por ejemplo, entre un valle de la onda y el
siguiente). Habitualmente se denota con la letra griega A (lambda).

Un factor importante a tener en cuenta es que el tamafio y disefo de las antenas
esta fuertemente influenciado por la longitud de onda. Por ejemplo, una antena
dipolo sencilla debe tener una longitud \/2 para que sintonice de manera éptima
las ondas de longitud .

Los conceptos anteriores estdn representados en la Figura 1.18:

Wave

»=wavelength

V = amplitude

displacement

distance ——»

Figura 1.18: Propiedades de una onda (Wikipedia)

Velocidad: las ondas se desplazan a una velocidad que depende de la naturaleza
de la onda y del medio por el cual se mueven. En el caso de la luz, por ejemplo,
la velocidad en el vacio se denota c y vale 299.792.458 m/s (aproximadamente
3-108m/s).
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Los conceptos de velocidad, longitud y frecuencia estdn interrelacionados. Para
el caso de las ondas electromagnéticas (de las cuales la luz es un ejemplo), la
relacion se expresa en la Ecuacién 1.10.

A== (1.10)

Fase: la fase de una onda relaciona la posicién de una caracteristica especifica
del ciclo (como por ejemplo un pico), con la posicién de esa misma caracteristica
en otra onda. Puede medirse en unidades de tiempo, distancia, fraccién de la
longitud de onda o (mds comiinmente) como un dngulo.

Tome en cuenta que la definicién de fase conlleva implicita la comparacién de
dos ondas de la misma frecuencia, pues en caso contrario no tiene mucho
sentido dicha comparacién.

La Figura 1.19 muestra varias ondas con diferentes fases.

Figura 1.19: Ondas con diferentes fases (Wikipedia)

Polarizacion: la polarizacidn representa la orientacién con la que la onda oscila,
y en el caso particular de las ondas electromagnéticas, la orientacién en la
oscilacién del campo eléctrico. A menudo esta orientacién es una linea y por
ello se habla tipicamente de ondas con polarizacién vertical u horizontal, es
decir, cuando el campo eléctrico oscila en un plano con esas direcciones.

\

Figura 1.20: Polarizacién de las ondas electromagnéticas (Wikipedia)

Adicionalmente, es posible que el campo eléctrico cambie su orientacidén con-
forme la onda avanza. Se habla entonces de ondas con polarizacién circular
(ver la Figura 1.21).

Diagramas de radiacion: las ondas electromagnéticas utilizadas por las radio-
ayudas tipicamente se emiten o reciben utilizando diferentes tipos de antenas.
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VYVYY

Figura 1.21: Onda con polarizacién circular (Wikipedia)

Dependiendo del tipo de antena utilizada, la energia electromagnética puede o
no emitirse (o recibirse) con igual intensidad en todas las direcciones.

Se denomina entonces diagrama de radiacion (o emisién) a un diagrama polar
que represente la intensidad relativa de la sefal electromagnética en funcién del
azimut alrededor de la antena.

En la Figure 1.22 se presentan dos diagramas de radiacién. El de la izquierda
es en forma de “ocho” y es muy usado en aviacién, mientras que el de la
derecha representa una antena is6tropa (o no-direccional: aquella cuya emisién
o recepcién no depende de la direccién).

[

FALaC Donai 0%
180 o A

Figura 1.22: Diagramas de radiacién (Wikipedia)

1.5.2. Concepto de modulacién

Cuando se compara el rango de frecuencia tipico de la voz humana (400 Hz a
4000 Hz) con el rango de frecuencia de las ondas de radio (a partir de los 30 kHz,
aproximadamente), se hace evidente que no es posible convertir directamente de
sonido a radio. Es necesario llevar a cabo un proceso intermedio para transmitir
una onda de baja frecuencia utilizando una de mayor frecuencia.
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Se define entonces la Modulacién como el proceso de alterar las caracteristicas
de una onda (llamada portadora o carrier) para que transporte informacién.

Son varios los pardmetros de la portadora que se pueden alterar, pero los mdas
habituales en el contexto aerondutico son la amplitud y la frecuencia.

AM: en este caso, se modifica la amplitud de la portadora en proporcién directa
a la sefial moduladora. Este fue el primer método para la emisién de radio
comercial.

En la Figura 1.23 se esquematiza la modulacién AM:

Carrier
Signal

N INB e

output

Figura 1.23: Modulacién en amplitud (Wikipedia)

FM: en esta forma de modulacién la informacién se representa mediante varia-
ciones de la frecuencia instantdnea de la onda portadora.

La modulacién FM se representa en la Figura 1.24:

Bandas laterales: en comunicaciones via radio se denomina asi a las bandas
de frecuencias superiores y/o inferiores a la de la portadora que aparecen por
causa del proceso de modulacién.

Canal: se denomina canal a una banda de radiofrecuencia especifica que ha sido
asignada para un uso dado por medio de acuerdos internacionales.

Por ejemplo, los canales de voz en aerondutica tienen un ancho predefinido de
50 kHz, lo que incluye el espacio para la banda de voz, las bandas laterales
que aparezcan al modular, y unos margenes en los extremos para separarlos
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signal

output

Figura 1.24: Modulacién en frecuencia (Wikipedia)

adecuadamente de los canales adyacentes.

1.5.3. El espectro electromagnético

Se denomina espectro electromagnético a todo el rango posible de radiacién
electromagnética. Esto incluye las ondas de radio, los infrarrojos, la luz, los
ultravioletas, los rayos X, gamma, etc.

En funcién de lo anterior, el espectro radioeléctrico o de radiofrecuencia (RF) se
refiere a la porcion del espectro electromagnético en el cual las ondas electro-
magnéticas pueden generarse alimentando a una antena con corriente alterna.
La Tabla 1.1 presenta las bandas de RF mds importantes.

Recuerde que a mayor frecuencia la longitud de onda se reduce, razén por la
cual es posible encontrar también la tabla anterior en funcién de la longitud y
clasificando el espectro en ondas kilométricas, decimétricas, milimétricas, etc.

1.5.4. Propiedades de la propagacién

Las caracteristicas de la propagacion de las ondas electromagnéticas son impor-
tantes para comprender algunas de las caracteristicas de los sistemas que las
utilizan. Por eso, en esta seccién se repasardn los aspectos mas importantes de
la propagacién.
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Abreviatura Nombre Frecuencia Algunos usos
VLF Very Low Frequency 3-30 kHz Loran-C
LF Low Frequency 30-300 kHz ADF/NDB
MF Medium Frequency 300-3000 kHz ADF/NDB
HF High Frequency 3-30 MHz COMM larga distancia
VHF Very High Frequency 30-300 MHz VOR, COMM ACFT
UHF Ultra High Frequency 300-3000 MHz DME, radar, GNSS
SHF Super High Frequency 3-30 GHz Radar, COMM microondas
EHF Extremely High Frequency | 30-300 GHz Radioastronomia

Tabla 1.1: Espectro radioeléctrico

Hay algunas propiedades generales de la propagacidn que son independientes de
la frecuencia de la onda RF de la cual se esté hablando:

» La velocidad de una onda electromagnética es constante mientras no cam-
bie el medio de propagacién.

m La velocidad de una onda electromagnética en el vacio es siempre ¢ =
299.792.458 m/s.

» Las ondas electromagnéticas tienden a reflejarse en objetos de tamano
similar a su longitud de onda ().

= Las ondas electromagnéticas se propagan en linea recta mientras no sufran
influencias externas ni cambien de medio de propagacion.

Es oportuno recordar que la reflexién es el cambio abrupto en la direccién de
la onda cuando ésta llega a la unién de dos medios diferentes, regresando al
medio original.

Por otro lado, la refraccién es el cambio en velocidad de una onda cuando pasa
de un medio a otro. Es de hacer notar que a menudo el cambio en velocidad
implica un cambio de direccién (dado que la velocidad es un vector). Véase la
Figura 1.25.

Un concepto estrechamente relacionado con el de la refraccién es el del angulo
limite o angulo critico. Cuando el dngulo de incidencia de la onda con respecto
a la normal es mayor que dicho dngulo, la onda se refleja en vez de refractarse.

La expresion para el dngulo limite es la 1.11, donde n1 y ng son los indices de
refraccién de los medios de origen y destino, respectivamente.
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interface

Figura 1.25: Fenédmeno de refraccién (Wikipedia)

Ocrit = arcsin(%) (1.11)
ni

Finalmente, pero no por ello menos importante, hay que tener en cuenta que la
potencia de una onda electromagnética va disminuyendo mientras se aleja de la
fuente con una relacién inversamente proporcional al cuadrado de la distancia.

Por otro lado, hay propiedades de la propagacién que son fuertemente depen-
dientes de la frecuencia de la onda. Si bien no hay una separacién estricta entre
cada caso, se suele dividir a las ondas en tres grandes tipos segiin su forma
predominante de propagacion:

Ondas de tierra

Las ondas de tierra u ondas de suelo se caracterizan porque aprovechan las
propiedades conductivas del terreno (tierra, agua, etc.) para propagarse. De esta
manera, son capaces de sortear grandes obstdculos y llegar muy lejos, con un
alcance casi global. A pesar de su nombre, no es necesario estar en el suelo para
poder recibirlas.

Este tipo de propagacién es predominante en las frecuencias bajas (VLF, LF y
MF, principalmente), y por ello se requiere de grandes antenas y mucha potencia
para emitirlas y recibirlas.

El hecho de que su alcance sea tan grande limita su uso, pues plantea el pro-
blema de potenciales interferencias entre estaciones muy lejanas. Asimismo, su
trayectoria puede ser dificil de predecir dado que se refractan en las fronteras
entre medios diferentes, como por ejemplo las costas (tierra/agua). El Loran-C
es una de las pocas radioayudas que utiliza este tipo de ondas.
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Ondas ionosféricas

Las ondas ionosféricas u ondas de cielo aprovechan las caracteristicas eléctri-
cas de la ionosfera para propagarse, usandola como una especie de “espejo”.
En realidad, mas que una reflexién es una refraccién progresiva limitada por
el dngulo critico (lo que implica que cierta cantidad de energia se escapa al
espacio). Es predominante en las frecuencias medias: MF y HF.

Evidentemente, una propagacién de este tipo se ve fuertemente influenciada
por la geometria relativa entre emisor, ionosfera y receptor. Para complicar la
situacion, la posicién y caracteristicas de la ionosfera son altamente variables,
pues dependen del Sol. Por eso, la situacién es diferente durante el dia y durante
la noche, y cambia segtin la estaciéon del afo y el ciclo solar. Adicionalmente, el
terminator (frontera entre el dia y la noche) también afecta la propagacion.

Debido a esta compleja situacidn aparecen “zonas de oscuridad”, es decir, zonas
donde no hay recepcién porque ninguna onda ha rebotado con la geometria
adecuada para proporcionar cobertura. Asimismo, es posible que hayan mdltiples
rebotes sucesivos (proporcionando un alcance muy largo pero inestable).

Otro problema que presentan estas ondas es el efecto fadding: a cierta distancia
del emisor, el receptor puede recibir la misma onda pero que ha seguido caminos
diferentes (una parte se propagé como onda de tierra y otra como de cielo),
ocasionando interferencia destructiva y resultando en una sefial que aparece y
desaparece rapidamente.

En el ambito aerondutico, el ADF/NDB vy las comunicaciones de largo/medio
alcance utilizan este tipo de propagacion.

Ondas de linea de vista

Las ondas de este tipo se propagan en linea recta, de forma andloga a como
lo haria la bala de un rifle. Debido a lo anterior, su alcance es limitado y no
pueden rodear obstaculos de tamafo medio.

Esta limitacién se convierte en una ventaja dado que entonces es posible reuti-
lizar las frecuencias una y otra vez si los emisores/receptores estan lo suficien-
temente alejados entre si. Ademds, las frecuencias altas (VHF y superior) en
donde este tipo de propagacion predomina son mucho menos suceptibles a la
interferencia por causa de estdticos.

Debido a sus ventajas, la inmensa mayoria de las comunicaciones y aplicaciones
aeronduticas modernas (VOR, DME, ILS, GNSS y un largo etcétera) se hace
con ondas de linea de vista.



Capitulo 2

Forma y Dimensiones de la
Tierra

La navegacidn aérea se realiza sobre la superficie de la Tierra, y por ello es nece-
sario conocer la forma y dimensiones de ésta para entender mejor los conceptos
asociados con el arte de la navegacion.

2.1. Definiciones basicas

Con el fin de iniciar el estudio sobre el planeta Tierra, es necesario repasar
primero el significado de algunos conceptos importantes.

Eje de los polos Es el eje alrededor del cual la Tierra realiza su movimiento
de rotacién. Pasa por el centro del planeta.

Ecuador Es la interseccidon de la superficie terrestre con el plano que pasa por
el centro de la Tierra y que es perpendicular al eje de los polos.

Meridianos Son las intersecciones de la superficie terrestre con los semipla-
nos que contienen al eje de los polos. Por tanto, son perpendiculares al
Ecuador.

Paralelos Son las intersecciones de la superficie terrestre con los planos per-
pendiculares al eje de los polos. Por ello, el Ecuador es un tipo especial
de paralelo (el tnico que pasa por el centro de la Tierra).

Circulo mayor o circulo maximo Son los que provienen de planos que pa-
san por el centro de la Tierra, y por tanto la dividen en dos hemisferios
iguales (p.e., el Ecuador y los meridianos son circulos maximos). Se puede
demostrar que sobre la superficie de una esfera, la linea mas corta entre
dos puntos es el circulo médximo que los incluye.
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Circulo menor Los que se forman a partir de planos que NO pasan por el
centro de la Tierra (p.e., los paralelos).

Las siguientes figuras ilustran los conceptos anteriores:

/Polo Norte
Ecuador ‘7—5—%

[ ——

Figura 2.2: Los Paralelos

Figura 2.3: Circulos mayores

2.2. Antecedentes historicos

El hombre primitivo se movia lentamente por la faz de la Tierra, tan sélo a la
velocidad que le permitian sus piernas (unos 5 km/h a buen paso). Si tomamos
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Figura 2.4: Circulos menores

en cuenta que ademds debia detenerse para cubrir sus necesidades primarias y
las de la tribu (cazar, beber, cocinar, descansar, etc), es evidente que le requeria
un gran esfuerzo y tiempo recorrer distancias muy pequefas, comparadas éstas
con el radio de la Tierra.

En estas condiciones, es facil entender porqué al principio se pensaba que la
Tierra era plana: habia que recorrer grandes distancias para notar el efecto del
radio de curvatura de la superficie terrestre.

No obstante, conforme la humanidad empezé a utilizar medios de transporte
mds avanzados (caballo, botes, etc.), fue capaz de recorrer mayores distancias
en menor tiempo, y surgié la necesidad de desarrollar las artes de la navegacién.
Asimismo, el radio de curvatura de la Tierra empezé a hacerse mas evidente.

Hay elementos que conducen a pensar en una Tierra que no es plana. Por
ejemplo, durante los eclipses lunares (cuando la Tierra se interpone entre la
Luna y el Sol), la sombra que se aprecia sobre la Luna es circular, lo que sugiere
que la Tierra es una esfera. No obstante, algunos personajes de la antigiiedad
(por ejemplo, el poeta Homero [Wikipedia, 2006i]) atribuian esto a que la Tierra
era un disco plano. Otras formas mas exdticas fueron propuestas en diferentes
culturas.

2.2.1. Primeras mediciones de la Tierra

Sin embargo, varios importantes pensadores griegos (Pitdgoras, Aristételes, Ar-
quimedes y Platén) se inclinaban por la esfericidad de la Tierra, si bien mds
por razones filoséficas que cientificas (pensaban que la esfera era el sélido mds
perfecto).

En todo caso, el filésofo griego Eratdstenes de Cyrene (actual Libia) fue la
primera persona conocida que estimé la circunferencia de la Tierra utilizando el
método cientifico, aproximadamente en el 240 antes de nuestra era. Eratdstenes
vivié del afio 276 AC al 194 AC, y otro de sus logros es el desarrollo de un sistema
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que utilizaba los conceptos de latitud y longitud [Wikipedia, 2006f].

El método utilizado por Eratéstenes fue el siguiente: él habia recibido reportes
indicando que en el pueblo de Syene (llamado Aswan en el Egipto moderno), el
dia del solsticio de verano el Sol de mediodia se reflejaba en las aguas del fondo
de un pozo vertical profundo!.

Por otra parte, él observé que el mismo dia el Sol no estaba completamente
vertical sobre Alejandria (localizada al norte de Syene, casi en el mismo meri-
diano. Vea la figura 2.5), donde vivia, porque un gran obelisco generaba sombra,
incluso a mediodia. Eratdstenes midié el dngulo de dicha sombra con la vertical
y determind que era de 7° 12,

Alejandria
LY

Figura 2.5: Posicidn relativa entre Alejandria y Syene

En dicha época existian contadores de pasos, personas que se ganaban la vida
midiendo distancias caminando entre dos puntos dados con una longitud de paso
muy regular y contando el niimero de estos pasos. De acuerdo a los archivos de
la época, la distancia entre Alejandria y Syene era de 5000 estadios, donde un
estadio equivalia a 157,5 m [Torge, 1991].

Con la informacién anterior (y un esquema adecuado? como el mostrado en la
figura 2.6), es sencillo estimar el radio de la Tierra utilizando la ecuacién:

R=— (2.1)

Donde AG es la longitud del arco entre Alejandria y Syene, mientras que -y es
el dngulo geocéntrico entre estas ciudades, expresado en radianes.

'Esto coloca a Syene/Aswan muy cerca del Trépico de Cancer. Razone porqué.
2En este esquema se ha colocado el Sol dos veces para indicar que los rayos solares llegan
paralelos entre si, dado que el Sol se encuentra muy lejos comparado con el radio de la Tierra.
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SOL

Figura 2.6: Diagrama del calculo de Eratdstenes

Gracias a esto, Eratdstenes estimé que la circunferencia de la Tierra era de
39375 km (es decir, un radio de 6267 km). Dado que el radio medio de la
Tierra aceptado hoy en dia es de unos 6371 km (40030 km de circunferencia),
el error cometido estaba alrededor del 2%, una hazafia formidable para la época
y los medios con que se contaba.

Eratdstenes no fue el tnico en llevar a cabo estos calculos. Muchos anos después
el matemdtico indio Aryabhata (476-550 DC) logro estimar el tamafio de la
Tierra con menos de 1% de error, el mejor valor obtenido hasta la Revolucidn
Cientifica [Wikipedia, 2006a].

2.2.2. Situacion durante la Edad Media

Sin embargo, durante la edad media se perdieron buena parte de los conoci-
mientos obtenidos en la antigiiedad. Claudio Ptolomeo (90-168 DC) se basé en
las estimaciones de Posidonius de una circunferencia terrestre de poco menos
de 29000 km para elaborar sus mapas del mundo conocido. Los trabajos de
Ptolomeo se convirtieron en dogma de la iglesia catdlica y por tanto durante
mucho tiempo se tomaron como verdad estos incorrectos valores.

La errénea creencia en una Tierra mas pequefia sirvié a Cristébal Colén para
sustentar su plan de llegar a las Indias Orientales (el actual sureste asidtico)
navegando hacia el oeste. Hoy en dia sabemos que era algo practicamente im-
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posible para los barcos de la época3: de no haber estado América situada rela-
tivamente cerca de Europa, la travesia por el Océano Pacifico hubiera resultado
demasiado larga, y los marineros hubieran muerto de hambre y sed*.

2.2.3. Revoluciéon Cientifica

A partir de la revolucién cientifica, la invencién del telescopio, el teodolito y los
logaritmos permitieron hacer mediciones y calculos mas precisos. El astrénomo
francés Jacques Cassini (1677-1756) midié en 1713 el arco del meridiano que
va desde Dunkerque hasta Perpignan. Luego, dividié este arco en dos trozos
y determiné que las longitudes de arco correspondientes a un grado no eran
iguales en ambos trozos. Concluyd, correctamente, que la forma de la Tierra no
era realmente una esfera sino que se acercaba mas a un elipsoide de revolucién®,

como muestra la siguiente figura:

Elipsoide

Figura 2.7: El Elipsoide y la Esfera

Sin embargo, Cassini erréneamente calculd que un grado de arco al norte de Paris
era mds largo que un grado de arco al sur, lo que sugeria que el eje mas largo del
elipsoide era paralelo al eje de los polos. Esto contradecia los calculos hechos por
Sir Isaac Newton y Christiaan Huygens, basados en la Teoria de la Gravitacién,
y que predecian un elipsoide achatado en los polos [Wikipedia, 2006i].

Adicionalmente, el astrénomo J. Richer descubrié en 1672 que un péndulo que
habia ajustado en Paris para que oscilara con un periodo de un segundo, al
trasdarlo a Cayena (Guyana Francesa, muy cerca del Ecuador) ya no estaba

3Algunas fuentes [Wikipedia, 2006c¢] sugieren que Colén buscé los mapas con las distancias
mds pequefias, y ademads los interpreté erréneamente a su favor. De alli la oposicién a sus
planes por parte de los asesores de la Reina Isabel La Catdlica.

“4Se han dado casos de embarcaciones pequefias que a la deriva han hecho la travesia entre
América y Asia gracias a las corrientes oceanicas, pero han sido casos puntuales dificiles de
repetir con éxito.

SEl sélido definido por una elipse en rotacién alrededor de alguno de sus ejes.
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calibrado sino que oscilaba mas lentamente. Esto sugeria que el valor de la
gravedad habia disminuido, y por ende la distancia al centro de la Tierra habia
aumentado.

Esta situacion impulsé a la Academia Francesa de Ciencias a despachar dos
expediciones con el fin de realizar mediciones mds precisas: una a Laponia (1736-
37) y la otra a Perti (1735-44). Los resultados de estas expediciones permitieron
confirmar que los elipsoides tedricos de Newton y Huygens se acercaban mas a
la realidad.

Un resultado de la expedicién a Pert (asi como otra realizada por George Everest
a la India) fue el descubrimiento de que la vertical astronémica® era modificada
cuando se hacian mediciones cerca de grandes cordilleras montafiosas (debido
a la atraccién gravitatoria de las grandes masas de roca). Esto condujo al con-
cepto de geoide (forma del campo gravitatorio terrestre) y al estudio de las
ondulaciones del geoide, de gran importancia para determinar el nivel medio del
mar y la correcta trayectoria de los satélites artificiales, entre otros fenémenos.

Hoy en dia, la ciencia que se encarga de la medicion y el mapeo de la super-
ficie terrestre es llamada Geodesia [Torge, 1991], ciencia fundamental para la
navegacién de precisién moderna.

2.3. La forma general de la Tierra

Para hacer célculos sencillos y aproximados, es conveniente pensar que la Tierra
es una esfera. No obstante, como se vié en la seccidén anterior, en la realidad la
forma de nuestro planeta es mds compleja: ligeramente achatada en los polos
y abultada en el Ecuador, con el hemisferio sur un poco mas voluminoso que el
norte, y con la rugosidad propia que le da el relieve del terreno.

Observaciones detalladas mediante técnicas modernas han mostrado que si exa-
gerdsemos estas caracteristicas, la Tierra se asemejaria mds bien a una pera,
como muestra la siguiente figura adaptada de [Seeber, 1993].

Nétese que a esta forma general hay que agregarle la correspondiente a la
orografia de la superficie terrestre que es muy compleja, tal y como lo refleja
la figura 2.10 que muestra el relieve del planeta, incluyendo el fondo de los
océanos.

Por otra parte, hay que tener en cuenta que la altura de la montana mas alta del
planeta, el Monte Everest, es de 8844 m [Wikipedia, 2006d]. Esto representa

®La vertical astronémica es la obtenida utilizando un peso o plomada colgando de un hilo
fino.
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. Polos achatados

Hemisferio Sur abultado

Figura 2.8: Forma general de la Tierra

Polo Norte

Polo Sur

Figura 2.9: Forma de pera de la Tierra
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Figura 2.10: Relieve de la Tierra. Fuente: NOAA

menos del 0,14 % del radio medio de la Tierra. Por la razén anterior, es razonable
utilizar aproximaciones en vez de la forma general del planeta para muchas
aplicaciones, en particular la navegacién global.

2.3.1. El elipsoide

En general, es mds prdctico trabajar la forma de la Tierra como si fuera un
elipsoide, sin considerar las ondulaciones propias de la topografia. Esto se debe
a que el elipsoide es una figura matematica facil de usar que es lo suficientemente
parecida a la forma de la Tierra cuando se estan trabajando las coordenadas en
el plano: latitud y longitud.

Existen diferentes modelos de elipsoides utilizados en geodesia, denominados
elipsoides de referencia. Las diferencias entre éstos vienen dadas por los valores
asignados a sus parametros mds importantes:

» Semieje ecuatorial (a) o Semieje mayor: longitud del semieje correspon-
diente al ecuador, desde el centro de masas de la Tierra hasta la superficie
terrestre.



38

Forma y Dimensiones de la Tierra

= Semieje polar (b) o Semieje menor: longitud del semieje desde el centro

de masas de la Tierra hasta uno de los polos. Alrededor de este eje se
realiza la rotacién de la elipse base’.

La relacién entre el eje ecuatorial y el polar se presenta en la figura 2.11.
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Figura 2.11: Ejes de un elipsoide de revolucién

Es habitual describir matematicamente a una elipse como esta mediante
la ecuacién 2.2.

S +% =1 (2.2)

Factor de achatamiento (f ): este factor representa qué tan diferentes son
los semiejes entre si. Su expresion es:

fo1-2 (2.3)
a
Note que mientras mds cerca de cero se encuentre f, mds parecido a una
esfera es el elipsoide. Por lo general el factor f es muy pequefio, por lo
que se acostumbra proporcionar 1/f. Por la misma razén a veces, y para
calculos simples, se utiliza una esfera en vez de un elipsoide®.

Una manera equivalente de indicar f es mediante la excentricidad de la
elipse transversal:

b2
e?=1- = (2.4)

Que es equivalente a:

"Algunos, aunque pocos, elipsoides de referencia no son de revolucién, sino que definen un

tercer eje, ortogonal a los dos anteriores.

8E| factor de achatamiento de la Tierra va disminuyendo muy lentamente con el tiempo. En

comparacion, la luna es practicamente esférica, mientras que Jipiter es visiblemente oblongo,
con f =1/15 [Wikipedia, 2006n].
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Los valores de estos parametros para algunos elipsoides de referencia importantes

se presentan en la tabla 2.1 (adaptada de [p-blox ag., 1999]):

(2.5)

‘ Nombre a (m) b (m) 1/f
Australian National 6378160.000 6356774.719 298.250000
Bessel 1841 6377397.155 6356078.963 299.152813
Clarke 1866 6378206.400 6356583.800 294.973698
Clarke 1880 6378249.145 6356514.870 293.465000
Everest 1956 6377301.243 6356100.228 300.801700
Fischer 1968 6378150.000 6356768.337 298.300000
GRS 1980 6378137.000 6356752.314 298.257222
International 1924 (Hayford) 6378388.000 6356911.946 297.000000
SGS 85 6378136.000 6356751.302 298.257000
South American 1969 6378160.000 6356774.719 298.250000
WGS 72 6378135.000 6356750.520 298.260000
WGS 84 6378137.000 6356752.314 298.257224

Tabla 2.1: Pardmetros de elipsoides de referencia

Uno de los elipsoides de referencia mdas utilizados actualmente es el descrito en
el sistema denominado World Geodetic System 84 (WGS-84), desarrollado por
el Departamento de Defensa de los EEUU, y que tiene como origen el centro de
masas de la Tierra. Su popularidad se debe a que es el utilizado por el sistema
de posicionamiento global por satélite Global Positioning System (GPS).

El elipsoide WGS-84 define los parametros para la Tierra indicados en la tabla
2.2.°

‘ Nombre ‘ Simbolo ‘ Valor ‘
Semieje mayor de la elipse a 6378,137000 km
Semieje menor de la elipse b 6356,752314 km
Factor de achatamiento f= aT_b 1/298,257223563
Velocidad angular de la Tierra We 7292115 . 10~ rad/s

Tabla 2.2: Parametros de la Tierra segiin WGS-84

°Note que, en realidad, un elipsoide de referencia no solamente define pardmetros relacio-
nados con la forma, sino que también puede proporcionar parametros fisicos como la velocidad
angular w.
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2.3.2. El geoide

No obstante la ventaja de ser una figura matematica sencilla, el elipsoide no es
adecuado cuando lo que deseamos medir son altitudes. Dado que la mayor parte
de la Tierra estd cubierta por mares y océanos (70,8 %, segin [Wikipedia, 2006d]),
entonces la superficie de referencia por excelencia para medir altitudes es el nivel
medio del mar. Ademads, este nivel medio es una mejor aproximacién a la forma
real de la Tierra vista desde el espacio.

El nivel medio del mar, a su vez, depende de las irregularidades en el campo
gravitatorio de la Tierra (véase la seccidén 2.2.3), que alteran su posicién. El
agua de los océanos del globo busca estar en equilibrio, y por ello tiende a
seguir una superficie gravitatoria equipotencial.

Es por esto que se introduce una nueva figura llamada Geoide, definida como: /a
superficie equipotencial del campo gravitatorio de la Tierra que mejor se ajusta
(en el sentido de minimos cuadrados), al nivel medio global del mar'® (ver
[National Geodetic Survey, 2006]). Una de las consecuencias de esta definicién
es que el geoide es siempre perpendicular al vector de gravedad local en cada
punto.

La figura 2.12 (adaptada de [Seeber, 1993]) muestra una comparacién entre el
geoide y el elipsoide:

Deflexidn
Vertical

Topografia
Vertical
Elipsoidal} ™~

Vertical
Astrondmica

Elipsoids -

-
-

-
——

ceoSSet

Figura 2.12: Comparacién entre el Geoide y el Elipsoide

Como ya se menciond, es ficil asociar el geoide al nivel medio del mar en las
zonas oceanicas. Esto se muestra en la figura 2.13, donde se grafica la diferencia

©Estrictamente, el nivel medio del mar no coincide exactamente con el geoide. Existe una
pequefia diferencia introducida por la salinidad, las corrientes, la temperatura y otros efectos
locales.
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vertical entre geoide y elipsoide y pueden apreciarse diferencias de hasta 150 m.
Por otra parte, sobre los continentes lo que se hace es tomar medidas cuidadosas
para extender el concepto a las zonas secas, lo que permite utilizar una referencia
de alturas comdn y coherente!!.

e .

-#i .-w
Metros

Figura 2.13: Diferencia vertical geoide-elipsoide. Fuente: NASA.

Medir el geoide a nivel mundial es una tarea dificil, pues la corteza terrestre no
es homogénea y por tanto su densidad no es uniforme, lo que altera la fuerza
de gravedad en un punto dado. Asimismo, ya se comentd que grandes masas de
rocas (como cordilleras, montafias y volcanes) pueden alterar también el vector
de gravedad local. La tabla 2.3 muestra densidades para diferentes materiales
que componen la superficie terrestre (adaptadas de [Torge, 1991]), mientras que
la figura 2.14 presenta una gréifica que muestra (de manera muy exagerada) la
forma del geoide en el hemisferio que contiene Europa y Africa.

| Material Densidad (kg/m?) |
Agua 1030
Sedimentos 2000 a 2500
Granito 2500 a 2800
Flujos de lava 2700
Basalto 2700 a 3100
Peridotita 3300 a 3400

Tabla 2.3: Densidades relativas de materiales de la superficie terrestre.

Si bien el geoide es una superficie compleja, es posible aproximarse a la expresion

"Recuerde que el altimetro (un importante instrumento para la navegacién aérea) lo que
hace es medir presiones atmosféricas, y que éstas a su vez dependen del nivel medio del mar.
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Figura 2.14: Geoide en Europa y Africa. Fuente: Misién GRACE (NASA).

del potencial gravitatorio de la Tierra (de donde el geoide se deriva) mediante
un desarrollo en serie en esféricos armdnicos'? (para mayores detalles consulte
[Wikipedia, 2006g] y [Wikipedia, 20060]).

Por otro lado, es posible relacionar matemdaticamente al geoide y el elipsoide
mediante la expresion:

h=H+N (2.6)

Donde h es la altura de un punto con respecto al elipsoide(altura elipsoidal), N
es la altura del geoide respecto al elipsoide (ondulacion del geoide) y H es la
altura del punto con respecto al geoide (llamada altura ortométrica). La figura
2.15 muestra esta relacién.

Note que tanto h como N son perpendiculares al elipsoide de referencia, mien-
tras que H es la altura medida a lo largo de la /inea de plomada (perpendicular
al geoide y cuya curvatura ha sido exagerada en la figura).

Mediante esta relacién, y con la ayuda de las series en esféricos arménicos men-
cionadas previamente, es posible escribir programas que aproximen los valores
del geoide. Un ejemplo de ello es el proporcionado por la National Geospatial-
Intelligency Agency (NGA) (ver [NGA, 2006b] y [NGA, 2006a]), donde se rela-

12| o5 coeficientes de esta serie son muy importantes para determinar la érbita de los satélites
artificiales. Por ejemplo, el coeficiente Cao produce en los satélites GPS una desviacién en la
6rbita de 2 km en 3 horas ([Hernandez-Pajares et al., 2001])
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Topografia

B S ——
L ~——

Elipsoide
Figura 2.15: Relacién entre el Geoide y el Elipsoide

ciona el geoide con el elipsoide WGS-84.

La tabla 2.4 presenta los valores de N (ondulacién del geoide) para algunas
ciudades del mundo segtin el NGA WGS 84 Geoid Calculator ([NGA, 2006al).

‘ Ciudad N (m) ‘
Barcelona 48,61
Berlin 39,79
Buenos Aires 14,34
Lahore -43,60
Londres 47,37
Madrid 53,44
Quito 26,13
Seattle -19,38
Singapur 7,03
Tel Aviv 17,30

Tabla 2.4: Ondulacién del geoide para algunas ciudades.

2.4. Sistemas de coordenadas terrestres

Ubicar un punto en el espacio significa saber su posicién, entendida ésta como
la separacién (medida como distancia o dngulos) que existe entre el punto dado
y puntos o ejes de referencia predeterminados.

Surge entonces la necesidad de asignar dichas referencias de manera formal, lo
que define un sistema de referencia. Hay muchas maneras diferentes de definir
las referencias, principalmente en funcién del uso que se le dard, y es por esa
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razén que hay diferentes sistemas de referencia.

En la siguientes secciones se presentan algunos sistemas utilizados para ubicar los
puntos con respecto a la superficie terrestre, denominados sistemas de referencia
terrestres o sistemas de coordenadas terrestres.

2.4.1. ECEF

El sistema denominado ECEF es un sistema de coordenadas Cartesiano muy
utilizado en GPS que, como su nombre lo indica, estd centrado en la Tierra y
rota fijado a su superficie. También es llamado Conventional Terrestrial System

(CTS).

Las caracteristicas principales del sistema ECEF son:

Utiliza coordenadas tridimensionales en los ejes X, Y, Z, habitualmente
expresadas en metros.

Su centro es el centro de masa de la Tierra.

El eje Z coincide con el eje de rotacién de la Tierra convencional. Como se
verd mas adelante, el eje de rotacidn terrestre tiene pequefias variaciones
a lo largo del tiempo con respecto a la superficie de la Tierra (el polo
norte geografico se mueve). Por esa razdn, se definié el Conventional
International Origin (ClIO) como la definicién estdndar para el polo norte.

El eje X viene dado por la interseccién entre el Meridiano de Greenwich
y el plano que pasa por el centro de masas de la Tierra y es ortogonal al
eje Z13.

El eje Y estd definido por la direccidn que es perpendicular a los dos ejes
anteriores y su sentido es tal que:

—

XY =7

Es decir, 7 es el producto vectorial de Xe 37' y el sistema estd orientado
a derechas!®.

13Este plano define al ecuador al intersectar la superficie terrestre

Un sistema a derechas es tal que. al aplicar la regla de la mano derecha a los vectores Xe
Y, el pulgar apunta en la direccién de Z.Si apunta en sentido contrario, se dice que el sistema
es a izquierdas. Esta diferencia es importante a la hora de realizar operaciones vectoriales en
uno u otro sistema, pues el signo del resultado puede variar.
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La figura 2.16 representa el sistema ECEF.

Es posible que Ud. escuche hablar sobre sistemas de referencia y marcos de
referencia. Los primeros pueden verse como una "definicién teérica””, mientras
que los segundos implican que se han hecho las observaciones pertinentes para
definir los pardmetros necesarios (posicién del polo, ubicacién del centro de
masas, etc.).

Debido a que estos parametros pueden cambiar con el tiempo, los marcos de
referencia habitualmente vienen asociados a su afio de definicidn. Por ejemplo,
el International Terrestrial Reference Frame (ITRF) tiene las versiones ITRF94,
ITRF96, ITRF97 e ITRF2000 [ITRF, 2006].

AZ

Eje de los polos

Meridiano de
Greenwich ™.

Centro
de masas

- Ecuador

ECEF: Sistema a derechas

Figura 2.16: Sistema ECEF

Matrices de rotacion

A menudo es necesario convertir de un sistema a otro mediante rotaciones
alrededor de los ejes de coordenadas. Un ejemplo de esto es cuando en un
momento dado representamos la posicién de un satélite artificial en el sistema
ECEF. Un tiempo después t/, la posicién del satélite habrd variado debido al
movimiento en su orbita, pero también la Tierra habra rotado, de modo que
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tendremos un nuevo sistema ECEF’, que no es igual al sistema ECEF inicial
(ver figura 2.17).

Meridiano de
Greenwich ™=,

“~Ecuador

Xl

Figura 2.17: Rotacién del sistema ECEF

Es por esto que debemos convertir las coordenadas del satélite a un sistema
comun para conocer cdmo se movid en realidad. En este ejemplo, si tenemos
el tiempo transcurrido y conocemos la velocidad angular de rotacién de la Tie-
rral®), sabremos el dngulo con el cual difieren ambos sistemas (note que la
rotacién sélo sucede alrededor del eje Z).

La figura 2.18 ilustra la rotacién alrededor del eje Z del sistema XY en X'Y".
Note que la distancia r desde el origen al punto P es igual en ambos sistemas,
de modo que las respectivas coordenadas (z,y) y (2/,y’) se pueden escribir:

I = T COS

y =rsina

7' =rcos(a — f3)

/

y = rsin(a — f)

5Ver tabla 2.2.
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Figura 2.18: Rotacién alrededor del eje Z

Por otra parte, tomando en cuenta las expresiones para diferencias de dngulos:

1’ = rcos(a — 3) = r(cos acos 3 + sin asin 3) —

2’ =rcosacos B+ rsinasinf —
' =xzcos B+ ysinf3 (2.7)

y' = rsin(a — 8) = r(sinacos 8 — cos asin §) —

12 . .
y =rsinacos —rcosasinff —

y = —xsin B+ ycos 3

(2.8)

Las ecuaciones 2.7 y 2.8 se pueden escribir de manera matricial asi:

| cos3 sinf3 T
y |\ —sinB cosp y
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La expresidén 2.9 determina la rotacidén en dos dimensiones. Para obtener la ex-
presion tridimensional basta saber que en este caso la rotacion es exclusivamente
alrededor del eje Z y por tando las coordenadas z se mantienen constantes. En-
tonces la rotacién alrededor de Z es:

x! cosf sinf 0 x
y | =| —sinB cosB 0 Yy (2.10)
2 0 0 1 z

Siguiendo un procedimiento semejante se pueden deducir las expresiones de
rotacién alrededor de X e Y. Como a los ejes coordenados X }7 7 se les suele
denotar como 1, 2 y 3, a las matrices de rotacién correspondientes se les llama
Ri, Ray Rs:

1 0 0
Ri(B)=1| 0 cosp sing (2.11)
0 —sinf8 cospf

cosf 0 —sing

R2(8) = 0 1 0 (2.12)
sinG 0 cosf
cosf  sinfg 0
R3(8) = | —sinfB cosf 0 (2.13)
0 0 1

La convencién para el signo de 3 es muy importante: el dngulo serd positivo
cuando la rotacién alrededor del eje correctamente se realiza en el sentido de la
regla de la mano derecha. Por ello en la figura 2.18 se consideraba la rotacién
como positiva.

En general, la rotacién de un sistema de coordenadas p a otro sistema ¢ se
puede expresar como:

x, = Rix, (2.14)
Donde x, es el vector definido en el sistema ¢, x,, es el vector definido en el
sistema p, y R} es la matriz de rotacién que convierte de p a q.

Las matrices de rotacién asi definidas son ortogonales y tienen por tanto unas
importantes propiedades:
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= Si R} convierte de p en ¢, entonces R}I,T convierte de g en p (es decir,
R}" = RY).

» El determinante es 1 (det(R}) = 1).
= RI'RY = RIRS” =1, donde I es la matriz identidad.
=« RS =RI"

s Cualquier rotacién de p en ¢ se puede realizar mediante la composicién
de rotaciones sucesivas alrededor de los ejes 1, 2 y 3 (en ese orden):

RJ = R3(83)Ra(F2)Ra1(51)

Matrices de rotacion para angulos pequeios

En ocasiones sucede que el dngulo de rotacién a aplicar es pequefio (menor
a 10°). Si es ese el caso, es posible aprovechar las siguientes aproximaciones
(validas sélo para dngulos expresados en radianes):

sine ~ ¢

cose~1

Entonces, las matrices de rotacién se podran escribir asi:

1 0 0

R,(B)=[0 1 8 (2.15)
0 -6 1
10 —p

Ry(B)=| 0 1 0 (2.16)
g0 1
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1 80
R3(B)=| -8 1 0 (2.17)
0 0 1

Matrices de reflexion

Es posible que para un sistema de coordenadas dado nos interese cambiar el
sentido en que apunta alguno o varios de sus ejes. Esto se puede lograr utilizando
las llamadas matrices de reflexién, que son variaciones de la matriz identidad
pero que cambian de signo las coordenadas del eje de interés:

-10 0

SiB)=1 0 1 0 (2.18)
0 01
1 0 0

S2(B)=| 0 -1 0 (2.19)
0 0 1
10 0

Ss(B)= 01 0 (2.20)
00 —1

24.2. LLA

En este caso, el sistema utilizado consiste en dividir la superficie terrestre en
una cuadricula imaginaria formada por los paralelos y meridianos. Dado que la
superficie del geoide es bidimensional, hacen falta al menos dos pardmetros para
especificar la posicién. Tales pardmetros son llamados /atitud y longitud.

Latitud
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La latitud es el pardmetro que determina cuan hacia el norte o hacia el sur
se encuentra ubicado el punto. La referencia 6ptima para esta medicién es el
ecuador, y por tanto a éste se le asigna latitud 0°.

Por otra parte, a cada uno de los polos se le asigna la latitud 90° (N - norte o
S - sur, dependiendo del que se trate. También es posible denotar las latitudes
al sur con un signo negativo). Estos 90° corresponden al dngulo que forma el
polo con el centro de la tierra y el ecuador. Por tanto, la latitud tiene un rango
de 0° a 90° (un cuarto de esfera terrestre).

Los paralelos, al serlo con respecto al ecuador, representan planos de latitud
fija. Por ello se puede hablar del “paralelo 55°".

Algunos paralelos notables que hemos mencionado previamente son:

Tropico de Cdncer: latitud 23° 27" N.

Trépico de Capricornio: latitud 23° 27" S.

Circulo Polar Artico: latitud 66° 33' N.

Circulo Polar Antartico: latitud 66° 33" S.

En la navegacién tradicional, la latitud ha sido un pardmetro relativamente sen-
cillo de obtener. Justo sobre el polo norte se encuentra una estrella relativamente
brillante llamada Polaris o Estrella Polar.

Dado que Polaris se encuentra alineada con el eje de rotacién de la Tierra, su
posicién permanece invariable durante la noche, consistiendo en un buen punto
de referencia en una noche clara.

Como se muestra en la figura 2.19, la elevacién de Polaris sobre el horizonte
serd funcién de la latitud del navegante!®. Utilizando entonces un instrumento
para medir elevaciones (como por ejemplo el sextantel”), es posible determinar
la latitud. En la figura 2.20 se aprecia uno de estos dispositivos (ver figura 2.21
para un ejemplo del hermano mds pequefio del sextante: el octante).

Es necesario agregar que, en realidad, para encontrar la latitud con este método

se puede utilizar cualquir cuerpo celeste del cual se sepa su declinacién'® en un

momento dado, incluyendo el Sol.

®En este esquema se ha colocado a Polaris varias veces para indicar que, al quedar muy
lejos comparado con el radio de la Tierra, sus rayos llegan paralelos.

7| lamado asi porque su escala es de un sexto de circulo.

18Cudn hacia el norte o hacia el sur del ecuador celeste se encuentra el cuerpo.
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Polaris Polaris Polaris

w” * *

Figura 2.19: Elevacién de Polaris en funcién de la latitud
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Figura 2.20: Sextante. Fuente: Wikipedia

Figura 2.21: Octante. Fuente: Georges Jansoone. Wikimedia Commons
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Longitud

La longitud indica cudn hacia el este o el oeste se encuentra el punto de interés. A
diferencia de la latitud, no existe una referencia natural para esta dimensién. Por
ello, un acuerdo internacional escogié a la ciudad de Greenwich, en Inglaterra,
como punto de referencia (longitud 0°).

Los meridianos representan entonces planos con longitud constante, y el me-
ridiano de referencia (0°) es llamado Meridiano de Greenwich, pues es el que
pasa por la mencionada ciudad.

El rango de longitud posible es (a diferencia de la latitud) media esfera, y por
ende 180°. De este modo, las longitudes al este del meridiano de Greenwich
se denotan con E, y al oeste con W (de West, en inglés). También es posible
denotar las longitudes al oeste con un signo negativo. Adicionalmente, cada
meridiano tiene su antimeridiano, que es el que se encuentra a 180°.

En navegacidn, el problema de encontrar la longitud fue durante mucho tiempo
sinénimo del problema de conocer con precisién la hora a bordo del barco. Como
en la longitud no hay un punto de referencia natural (todos los cuerpos celestes
giran de este a oeste), arbitrariamente se tomaba uno, que habitualmente era
la principal base naval de la flota en cuestién!®. Mientras se estaba en la base
se sincronizaba el reloj del barco para que, cuando el Sol estuviera en su punto
mds alto en el cielo (o lo que es lo mismo, cruzara el meridiano correspondiente
al punto de referencia), el reloj marcara las 12:00 del mediodia.

Como muestra la figura 2.22, si a partir de alli el barco zarpapa hacia el Este,
a las 12:00 (hora del barco) el Sol ya habria pasado el meridiano del lugar,
mientras que si zarpaba hacia el Oeste, el Sol todavia no habria llegado a su
punto culminante. De esa manera era posible estimar la longitud propia con
respecto a la referencia. Por ejemplo, dado que un dia completo tiene 24 horas,
y un circulo 360°, un retraso del Sol de 1 hora significaria 15° de longitud hacia
el Oeste?0.

Este método tenia el grave problema de que no existian relojes suficientemen-
te precisos como para mantener la hora de referencia varios dias. Por ello, la
bisqueda de referencias de tiempo precisas se convirtié en una importantisima
carrera tecnoldgica, con connotaciones politicas, militares y comerciales.

Los paises que arrastraban el peso de la Inquisicién arrancaron con desventaja

Ylnglaterra tomaba Londres, Portugal a Lisboa, la referencia de Espafia era la base en San
Fernando en Cadiz, etc.

2Es importante enfatizar que éste no es el dnico método, pero otros métodos inventados
en la época eran dificiles de llevar a la practica.



2.4. Sistemas de coordenadas terrestres 55
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Figura 2.22: Variacién de la posicién del Sol segin la longitud

en esta carrera. Galileo Galilei en Italia se valié del telescopio para descubrir las
cuatro lunas mayores de Jlpiter, cuyos eclipses periddicos podian ser utilizados
como “reloj celestial"?!. No obstante, tuvo que retractarse de sus descubrimien-
tos bajo amenaza de muerte, y los paises catdlicos no se pudieron valer de esta
técnica.

Por otra parte, los expatriados que huian de la Inquisicién encontraron un refugio
en Holanda (de alli salieron las lentes que utiliz6 Galileo). Cientificos e inventores
podian trabajar con relativa libertad y alli Christiaan Huygens inventé en 1656
el reloj de péndulo (basandose en trabajos previos de Galileo), que representé un
inmenso avance pues su error era menor a 1 minuto al dfa?2.

No obstante, los relojes de péndulo iniciales no eran adecuados para funcionar
a bordo de una plataforma en movimiento como lo es un barco. Buscando la
hegemonia militar y comercial en el mar, el Parlamento inglés establecié en
1714 el "Premio Longitud”, donde se ofrecian 20.000 libras esterlinas (unos
$2.000.000 a precios actuales) a aquel que disefiara un método para deter-
minar la longitud con menos de medio grado de error en un viaje a América
([Bellis, 2006] y [Wikipedia, 2006m]). El ganador del premio fue John Harri-
son, quien desarrollé un cronémetro marino tan preciso que los responsables
del premio tuvieron muchos problemas para creer que era cierta su exactitud
(diez veces mejor que lo requerido, segiin [Bellis, 2006] y [Wikipedia, 2006j]).
Eventualmente, el crondmetro marino de Harrison ayudd a la armada inglesa a
crear el vasto imperio “donde no se ponia el Sol”.

A Método apropiado para calcular la longitud con exactitud al poner pie en tierra, pero
impractico a bordo de un barco.
2 Refinamientos posteriores redujeron este valor a unos 10 segundos al dia ([Bellis, 2006])
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Para finalizar esta seccién, la tabla 2.5 presenta algunos ejemplos de coordenadas
de ciudades y lugares alrededor del mundo:

| Nombre Latitud  Longitud |

Barcelona (Espafia) 4130 N 2,09 E
Barrow, Alaska (EEUU) 71,33 N 156,00 W
Beijing (China) 39,92 N 116,38 E
Buenos Aires (Argentina) 3433S 585W
Caracas (Venezuela) 10,50 N 66,97 W
Ciudad del Cabo (Surafrica) 33,80 S 18,47 E
Londres (Inglaterra) 51,50 N 0,12 W
Madrid (Espafia) 40,43 N 3,70 W
Monte Erebus (Antartida) 77,46 S 167,08 E
Moscu (Rusia) 55,75 N 37,62 E
Nueva York (EEUU) 40,75 N 73,99 W
Quito (Ecuador) 0,13S 7848 W
Sidney (Australia) 3392S 15128 E
Tokio (Japdn) 35,68 N 139,73 E

Tabla 2.5: Coordenadas de algunos lugares de la Tierra

2.4.3. Conversion entre ECEF y LLA

La conversién entre los sistemas ECEF y LLA puede realizarse de varias maneras,
pero en todo caso siempre hay que tener en cuenta que la forma de referencia
utilizada es el elipsoide. Como se indicd en la seccién 2.3.1, el elipsoide es
adecuado en lo que se refiere a latitud y longitud, pero la altitud obtenida con
esta aproximacién debe corregirse (ver la seccién 2.3.2).

Por otra parte, hay una gran diferencia entre la latitud geodética y la latitud
geocéntrica, como muestra la figura 2.23. Si la Tierra fuera una esfera, la latitud
geocéntrica ¢’ seria la utilizada para navegar, pero al utilizar la aproximacién
elipsoidal, la correcta es la latitud geodética ¢. Por ello, la conversién entre
los sistemas ECEF y LLA no es simplemente un cambio de coordenadas polar-
rectangular.

LLA a ECEF

Las siguientes expresiones permiten convertir de LLA a ECEF cuando las unida-
des utilizadas son metros. La ecuacién 2.21 permite calcular el radio de curvatura
de la Tierra N a una latitud ¢ dada a partir de los pardmetros del elipsoide.
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Sur

Figura 2.23: Latitudes geodética y geocéntrica

Noétese que dicho radio de curvatura se define, segin la figura 2.23, como la
distancia desde el punto P’ (la proyeccién en el elipsoide del punto de interés
P) hasta el punto O’ (la interseccidén de un vector perpendicular al horizonte
local con el eje "Norte-Sur”). Asimismo, la altura elipsoidal & es la distancia
entre los puntos Py P’.

N=—o— (2.21)

Con este dato, es posible realizar las conversiones correspondientes:
X = (N + h)cos¢cos 8 (2.22)
Y = (N + h)cos ¢sin 8 (2.23)

7= (Z—ZN + h) sin ¢ (2.24)
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Donde ¢ es la latitud, 3 es la longitud, y h es la altura sobre el elipsoide (en
metros), como se indicé previamente.

ECEF a LLA

La conversiéon de ECEF a LLA es mds compleja. Existen varias maneras de
hacerlo, pero una de las mds simples es mediante un procedimiento iterativo:

1. Calcular la longitud 3y el valor auxiliar p:

[ = arctan <§)

p=vVX2+Y?2

2. Hacer una primera estimacién de la latitud ¢ asumiendo la altura elipsoidal

como cero metros:

= arct _z
¢g = arctan o= e

. Utilizar la estimacién anterior para calcular la posicién:

Primero, estimar cudl es el radio de curvatura de la Tierra (IN;) para la
estimacién anterior?® de la latitud (¢;):

a

Ny= ——o
1 — e2sin® ¢;

Con la informacién anterior, se hace una mejor estimacién de la altura
elipsoidal (h;11):

p —_ .
cos ¢; ‘

hiy1 =

Con el nuevo valor de la altura elipsoidal (h;11), mejorar la estimacién de
la latitud (¢i+1):

Z
¢it+1 = arctan ( TN )
P = xph)

. El paso anterior se repite hasta alcanzar un nivel de convergencia deseado

(por ejemplo, cuando |h;41 — h;| < 0,001m).

23S es la primera vez que se hace esta iteracién, obviamente se utiliza ¢o.
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2.4.4. Sistema de coordenadas local

En ocasiones es necesario referir un punto con respecto a otro que se encuentra
en o cerca de la superficie terrestre. Un sistema de este tipo puede definirse
en cualquier lugar, con tal y las coordenadas del punto de referencia (punto de
origen) sean conocidas.

En la figura 2.24 se presenta un esquema que relaciona al sistema ECEF con un
sistema de coordenadas local NED (Norte-Este-Abajo) centrado en el punto P.
Este es un sistema a derechas, donde 7izé = d.

X ECEF y Sistema local North-East-Down

Figura 2.24: Sistemas ECEF y NED

Para convertir las coordenadas de un punto B dadas en el sistema de coor-
denadas local al sistema ECEF, se utilizan las matrices de rotacién adecuadas
(ver 2.4.1) alrededor de n y d para hacer la conversién de un sistema a otro. El
resultado es la siguiente expresion:

x —singcos A —sinA —cos¢cosA n
y | =| —singsin\ cosA —cos¢@sin A e (2.25)
z cos ¢ 0 —sin ¢ d

Por otro lado, para muchas aplicaciones locales es mds natural utilizar un sistema
de coordenadas local NEU (Norte-Este-Arriba), centrado en el mismo punto. Tal
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sistema se representa en la figura 2.25. Note que el sistema NEU es un sistema
a izquierdas, donde fixze = —1ui. Por ello, se aplica la misma expresién 2.25, pero
modificada por la adecuada matriz de reflexién d — u (ver 2.4.1).

FZ

X ECEF y Sistema local North-East-Up

Figura 2.25: Sistemas ECEF y NEU

2.4.5. El datum geodético

Como se coment6 previamente (ver seccién 2.3.1), un elipsoide global aproxima
bien la forma de la Tierra en su conjunto y es razonablemente preciso el lo que se
refiere a las coordenadas en latitud y longitud. No obstante, es posible construir
un elipsoide local que minimice, en una determinada darea, las diferencias en
altura entre el geoide y dicho elipsoide local.

Entonces, el conjunto de parametros que describen la relacién entre un elip-
soide local y un sistema global de referencia es llamado el datum geodético, o
simplemente el datum ([Seeber, 1993]).

Los pardmetros basicos que definen a un datum son:

= El semieje mayor a del elipsoide de referencia.
» El factor de achatamiento f del mismo elipsoide.

» Las coordenadas de traslacién del origen del elipsoide local con respecto
al centro de masas de la Tierra: AX, AY, AZ.
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Cuando las coordenadas AX, AY, AZ son iguales a cero se dice que se esta ha-
blando de un datum absoluto. Un ejemplo de ésto es el Geodetic Reference
System 1980 (GRS 1980)%*.

Por otro lado, a menudo es necesario realizar ademas una rotacién de los ejes del
elipsoide y una correccién de escala para lograr una concordancia mds perfecta
entre el elipsoide local y el geoide, como muestra la figura 2.26. Por ello, un
transformacién completa del datum entre dos sistemas cartesianos a menudo
implica, al menos, siete pardmetros ([Seeber, 1993]):

» 3 traslaciones AX, AY, AZ.
= 3 rotaciones ¢, €, €.

» 1 factor de escala m.

Elipsoide
/Local

Elipsoide P
Global -7

"

Traslacién
y rotacién
de los ejes

Figura 2.26: Aproximacién al geoide con un elipsoide local

Como las rotaciones a menudo son pequefias (vea la seccidn 2.4.1), la expresion
de transformacién queda asi:

X AX 1 €, —€ X
Y =| AY +(14+m)| —e 1 €z Y (2.26)
7 5 AZ 1.2 €y —€ 1 Z 1

2\er tabla 2.1.
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En la tabla 2.6 (adaptada de [u-blox ag., 1999]) se pueden encontrar los pardme-
tros de cambio para algunos datum comunes

Datum

Elipsoide de referencia D, (m) D, (m) D, (m) |

Australian Geodetic 1984

El Cabo - Surdfrica

Cabo Canaveral, Florida

Europeo 1950 - Espana, Portugal

Europeo 1950 - Tunez

Indio - India, Nepal

Norte América 1927 - Centro América
Norte América 1927 - Este del Mississippi
Norte América 1927 - Méjico

Norte América 1927 - Oeste del Mississippi
Norte América 1983 - Centro América, Méjico
Pico de las Nieves - Islas Canarias

SGS 85 - Soviet Geodetic System 1985
Sur América 1969 - Argentina

Sur América 1969 - Brasil

Sur América 1969 - Venezuela

Tokio - Japén

Definicion Global WGS 1984

Australian National
Clarke 1880

Clarke 1866
International 1924
International 1924
Everest 1956

Clarke 1866

Clarke 1866

Clarke 1866

Clarke 1866

GRS 1980
International 1924
S85

South American 1969
South American 1969
South American 1969
Bessel 1841

WGS 84

134
-136
2
-84
112
295

-307

-62
-60
-45
-148

-48
108
151
-107
=77
736
125
161
130
159
0
-02

149
202
181
-120
145
257
194
179
190
175
0
127
9
-37
-41
-33
685

Tabla 2.6: Pardmetros de algunos datum comunes

Los parametros sobre los elipsoides de referencia pueden encontrarse en la tabla

2.1.

2.5. Sistemas de coordenadas celestes

Asi como hay referencias adecuadas para ubicar puntos sobre la superficie terres-
tre, hay otros mas apropiados para puntos en el espacio. Dada la tendencia en la
navegacién actual a utilizar satélites artificiales como referencias, es importante
conocer los sistemas de coordenadas asociados.

2.5.1.

Conventional Inertial System (CIS)

El sistema denominado Conventional Inertial System (CIS) es un sistema de
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coordenadas Cartesiano muy utilizado en GPS para representar la posicién de
los satélites artificiales pertenecientes al sistema.

Lo anterior es debido a que |a teoria del movimiento de satélites estd desarrollada
con respecto a sistemas inerciales (sistemas de referencia que no son sometidos
a aceleraciones). En el sentido estricto, el sistema CIS no es un sistema inercial
porque el centro de masas de la Tierra sufre pequefas aceleraciones cuando
nuestro planeta se mueve alrededor del Sol®®, razén por la cual a menudo es
llamado cuasi-inercial.

Las caracteristicas principales del sistema CIS son:
= Utiliza coordenadas tridimensionales en los ejes X, Y, Z, habitualmente
expresadas en metros.
= Su centro es el centro de masa de la Tierra.

= El gje X apunta en la direccién del punto Aries?® o equinoccio medio de
la época J2000.0%7.

= El gje 7 es perpendicular al ecuador medio en la época J2000.0.

= El eje Y ests definido por la direccidén que es perpendicular a los dos ejes
anteriores y su sentido es tal que:

XaY =7
La figura 2.27 representa el sistema CIS.

2.5.2. Sistema de coordenadas ecuatorial

El sistema ecuatorial es uno de los sistemas de coordenadas celestes mds utili-
zados. Es semejante al sistema CIS en cuanto se basa en el punto Aries y en el
ecuador celeste como referencias, pero en vez de definir un sistema regtangular
cartesiano, utiliza dos dngulos para ubicar a un punto en la esfera celeste:

BEntre otras razones, porque la 6rbita de la Tierra no es circular, sino eliptica.

BPunto en el cielo correspondiente a la interseccién de la ecliptica con el ecuador celeste
(equinoccio), cuando el Sol pasa del hemisferio sur hacia el norte

*La época J2000.0 es el 1ro de Enero del 2000, a mediodfa.
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*Z

Eje de los polos

Centro
de masas

(0,0,0)

“~Ecuador celeste

CIS (Sistema a derechas)

&

Punto Aries J2000.0

Figura 2.27: Sistema CIS
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» Declinacién (dec o §): es el angulo medido entre el ecuador celeste y el

Consulte la figura 2.28 para detalles sobre este sistema de coordenadas.

2.5.3.

_-declinacion

:
Y

------- ™ Ecuador celeste

Ascencién recta

* X Sistema ecuatorial

Punto Aries J2000.0

Figura 2.28: Sistema ecuatorial

Sistema de coordenadas horizontal

punto de interés. En este sentido, es equivalente a la latitud del sistema
LLA.

La declinaciéon se mide en grados a partir del ecuador celeste, negativo
hacia sur y positivo hacia el norte.

Ascencion recta (RA o «): la ascencidn recta es el equivalente celeste a
la longitud del sistema LLA y representa el dngulo entre el punto Aries y
la proyeccidn sobre el ecuador celeste del punto a ubicar.

La ascencién recta es también llamada “dngulo horario” dado que se
mide en horas, minutos y segundos hacia el este del punto Aries. Hay que
recordar que esto implica que una hora de RA es equivalente a 15° de
arco (ver seccién 2.4.2).

El sistema de coordenadas horizontal se caracteriza porque utiliza el horizonte
local del observador como plano de referencia. El punto justo por encima de la
cabeza del observador se llama “cenit” (o zenith), mientras que el punto justo
a sus pies se llama “nadir”.
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Las coordenadas utilizadas en este sistema son:

= Azimuth (Az): es el dngulo a lo largo del horizonte local entre el norte y
el punto P a ubicar. Se mide positivamente en el sentido horario.

» Elevacion (Elev): llamada también “altitud sobre el horizonte”, es el dngu-
lo entre el horizonte local y el punto P.

El esquema presentado en la figura 2.29 ilustra este sistema de referencia, donde
O es la posicién del observador sobre la superficie terrestre, y la esfera a su
alrededor es la esfera celeste.

Figura 2.29: Sistemas de coordenadas horizontal

2.5.4. Convirtiendo de ECEF a coordenadas horizontales

A menudo es necesario convertir de coordenadas ECEF a coordenadas horizon-
tales (elevacién/azimuth).

El ejemplo tipico es cuando se tiene la posicion de un vehiculo (un satélite
artificial, por ejemplo), y se desea orientar la antena de un radar de seguimiento
colocada en un punto de referencia dado sobre la superficie de la Tierra.

Dicha antena necesita la informacidn de elevacién/azimuth del satélite (visto
desde la posicién de la antena) para poder hacer su labor. Una antena de esta
naturaleza se puede observar en la Figura 2.30.

Entonces, la conversién de ECEF a elevacidn/azimuth se puede dividir en tres

pasos:

1. Conversidon desde ECEF al sistema de coordenadas local NED: North-
East-Down (Norte-Este-Abajo). Ambos son sistemas a derechas.
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Figura 2.30: Antena de seguimiento por radar (Wikipedia).

2. Conversién desde NED a NEU: North-East-Up (Norte-Este-Arriba). Este
ultimo es un sistema a izquierdas.

3. Finalmente, conversién desde NEU al correspondiente sistema horizontal
azimuth/elevacion.

En las siguientes secciones se explicardn con detalle estos tres pasos.

Es de hacer notar que hay mas de una manera de hacer la conversién entre estos
sistemas. La manera explicada en este documento fue elegida por ser completa
y relativamente sencilla de seguir.

ECEF a NED

Lo primero que hay que considerar es que se debe empezar con al menos dos
vectores:

= P*: vector que indica la posicién del vehiculo (un satélite, por ejemplo),
en el sistema ECEF.

—

» P,: vector que indica la posicién del observador (una antena, por ejem-
plo), en el sistema ECEF.

El observador estd colocado en una posiciéon dada de la Tierra, por lo que
deben ser conocidas sus coordenas. Usualmente estas coordenadas estan dadas
en un formato LLA (Longitud-Latitud-Altura), y por ello deben convertirse a
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ECEF. Por otro lado, los algoritmos para hallar las coordenadas del satélite
habitualmente proporcionan éstas en formato ECEF.

Una vez que se tienen ambos vectores ps y P, lo que nos interesa obtener es el
vector de “linea de vision” desde el observador hacia el satélite, P. Este vector
se halla simplemente haciendo la substraccion de ambos vectores, como indica
la Ecuacién 2.27.

P=P*-P, (2.27)

P es entonces el vector que va desde el observador hasta el satélite, y es a él a
quien hay que calcularle la elevacién y el azimuth. No obstante, las coordenadas
de P estan dadas en el sistema rectangular ECEF, por lo que es necesario hacer
una conversién de sus componentes.

La Figura 2.31 muestra esquematicamente la relacién entre los sistemas ECEF
y NED.

X ECEF y Sistema local North-East-Down
Figura 2.31: Sistemas ECEF y NED.

Entonces, para hacer la conversién entre ambos sistemas, es necesario deter-
minar las matrices de rotacién que deben aplicarse para lograr que los ejes de
ECEF y NED coincidan tanto en direccién como en sentido.

Nota importante: en particular, en esta seccién se buscara que el eje X coincida
con el N, el Y coincida con el eje F, y el Z con el D.
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Empezaremos buscando la coincidencia del eje Y con el E. Para ello, si miramos
a la Figura 2.31 desde arriba (como si estuviéramos encima del polo norte
mirando hacia abajo), tendremos un punto de vista como el mostrado en la
Figura 2.32.

Polo Norte
Y
Z9_ >
~
~
\/
FN
4” ~
- ~
H S
~
~
~ N N E
D
XV

Figura 2.32: Sistemas ECEF y NED vistos desde el polo norte.

Tenga en cuenta que en la Figura 2.32 el eje Z sale del plano del papel (o
pantalla) y le apunta a usted. Es facil ver en esta figura que para que el eje Y
coincida en direccidon y sentido con el eje E' bastard con una rotacién alrededor
del eje Z (R3) con dngulo 0: Es decir, la longitud del punto de observacién
(tomada como positiva en direccién este, respetando la convencién).

Por ello, la primera matriz de rotacién serd la presentada en la Ecuacién 2.13,
que se presenta aqui de nuevo:

cosf sinf O
R3(0) = | —sinf cosf 0
0 0 1

Una vez lograda la coincidencia de los ejes Y e E, dejamos esos ejes quietos y
le toca el turno a los demds. Ahora, miraremos a la Figura 2.31 lateralmente,
de modo que el eje Y entre en el plano del papel y se aleje de usted. Este punto
de vista nos proporciona la Figura 2.33.

De la figura Figura 2.33 se puede deducir que para que el eje X coincida con el
N,y el Z coincida con el D, es necesario hacer una rotacién alrededor del eje
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Polo Norte N
E
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Superficie
, ‘D terrestre
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Y / X

Figura 2.33: Sistemas ECEF y NED vistos lateralmente.

Y, es decir, hay que aplicar una matriz de rotacién Rs.

El valor del angulo se deduce girando en sentido antihorario un angulo de 90 +
B (donde evidentemente (3 es la latitud del punto de observacién). Como el
sentido de giro es al revés del dictado por el eje Y (positivo es giro horario
en este esquema), entonces el dngulo serd en realidad —90 — (3, por lo que la
matriz de rotacidn correspondiente sera la de la Ecuacidén 2.12, que se repite a
continuacién:

cos(—90 — ) 0 —sin(—90 — ) —sinf 0 cosf

Ro((—90—p) = 0 1 0 — 0 1

sin(—90 — ) 0  cos(—90 — 3) —cosff 0 —sinf

Note que se han aplicado las identidades trigonométricas adecuadas a dngulos
negativos y suma de 90 grados.

Como ya se han logrado alinear todos los ejes, entonces la conversién completa
del sistema ECEF al sistema NED para el vector de linea de visién P es la
indicada en la Ecuacién 2.28

Bgp) = Ra(—90 — B)R3(0) Bpopr (2.28)
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NED a NEU

Una vez que se tiene el vector P en el sistema NED del punto de observacién, la
conversién del sistema NED al sistema NEU (North-East-Up) se logra aplicando
la matriz de reflexion correspondiente al eje D. Al ser este eje el que determina
la tercera componente, la matriz de reflexién adecuada serd la S3. Entonces:

By = SsRa(—90 — B)R3(0) Bpcpr

Y la Ecuacidén 2.29 presenta la expresion completa.

10 O —sing 0 cospf cosf sinf O
Pyprp=( 0 1 0 0 1 0 —sinf cos 0 | Ppcpr
0 0 -1 —cosf 0 —sinpg 0 0 1
(2.29)

NEU a azimuth/elevacion

El dltimo paso consiste en usar nuestro vector P, ahora en coordenadas NEU,
para obtener la elevacién y el azimuth. Para ello, la Figura 2.34 serd muy (til.

u
A

Figura 2.34: Elevacién y azimuth en el sistema NEU.



72 Forma y Dimensiones de la Tierra

Mirando la Figura 2.34 es facil deducir que:

Py = sin(elev) - | P (2.30)
Pn = cos(azi) - (\/P]%, + P}%) (2.31)
Py = cos(azi) - (cos(elev) - |P|) (2.32)

De las Ecuaciones 2.30 y 2.31 (6 2.30 y 2.32) es f4cil determinar tanto el azimuth
como la elevacién.

De esta manera encontramos las conversiones buscadas.

2.5.5. Distancia al horizonte

Para muchas aplicaciones, y en particular en telecomunicaciones, la distancia de
un observador a la linea del horizonte es de gran importancia. En este sentido,
es necesario aclarar que hay varios tipos de horizontes:

m Horizonte astrondmico: es el definido por el plano paralelo a la superficie
terrestre en la posicién del observador.

m Horizonte verdadero: debido a la altura del observador con respecto a la
superficie y a la curvatura de la Tierra, el horizonte visible es mas lejano
que el horizonte astronémico. Este es el horizonte mas lejano al que puede
alcanzar la vista.

» Horizonte visible: es el horizonte que resta cuando se tienen en cuenta los
obstéculos alrededor del observador.

La figura 2.35 muestra las diferencias entre estos diferentes horizontes.

Cuando la altura del observador h viene dada en metros, y h es mucho menor
que el radio R de la Tierra, una expresién aproximada para la distancia en linea
recta a la linea del horizonte es:

d=13h (2.33)
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Horizonte astronémico

Figura 2.35: Los diferentes tipos de horizontes. (Adaptado de Wikipedia)

Si h es comparable con R, la expresién mds exacta es ([Sque, S., 2006]):

d = \/2Rh + h? (2.34)

La ecuacién anterior proporciona la distancia en linea recta (todas las unidades
estdn en metros). Para obtener la distancia a lo largo del arco terrestre se usa
la férmula:

s = Rarccos (%) (2.35)

Las ecuaciones anteriores son vélidas incluso para satélites con 6rbitas a grandes
alturas.

2.5.6. Sistema de coordenadas ecliptico

El sistema de coordenadas ecliptico es aquel cuyo plano fundamental (el plano
que divide a la esfera celeste en dos hemisferios iguales) es la ecliptica. A su vez,
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la ecliptica es la proyeccién del plano orbital de la Tierra en la esfera celeste?®.

Como muestra la figura 2.36, este sistema define la latitud ecliptica () y la
longitud ecliptica (\). También se puede apreciar que el ecuador celeste y la
ecliptica estan separados por el angulo ¢, llamado oblicuidad de la ecliptica. El
valor de € varia con el tiempo, si bien su valor actual es de 23° 27'.

. Latitud ecliptica

- Ecliptica
> Y

"/ Ecuador celeste

Longitu'Ei ecliptica
* Punto Aries J2000.0

Figura 2.36: Sistema ecliptico

BEquivalente a la ruta aparente que sigue el Sol entre las estrellas a lo largo del afio



Capitulo 3

Distancias entre puntos sobre
la Tierra

Para calcular la distancia entre puntos sobre la superficie terrestre es necesario
tener en cuenta que ésta no es plana, lo que implica que existirdn ligeras (o
grandes) distorsiones si se realiza esta operacién sobre un mapa (dependiendo
del tipo de este ultimo).

Adicionalmente, el hecho de que la Tierra sea un geoide introduce variaciones
adicionales, que deberdn (o no) tenerse en cuenta dependiendo de la precisién
con que se desee realizar la medicién. A los fines de una primera aproximacién,
asumiremos que la Tierra es esférica.

En el Sistema Internacional la unidad preferida para hacer mediciones de distan-
cia sobre la superficie terrestre es el kildémetro. Si tomamos como radio medio
de la Tierra el valor de (a+b)/2 = 6367,445 km (ver 2.3.1), tenemos que el
perimetro medio del planeta son 40007,8 km.

Por otro lado, una unidad que todavia se utiliza mucho en navegacién aérea y
maritima es la Milla Ndutica (Nautical Mile (NM)). Una milla ndutica equivale
a 1,852 km.

Este valor tan curioso tiene una explicacién sencilla: Si tomamos el perimetro
medio y lo dividimos entre el nimero de minutos de arco de una circunferencia,
el resultado es: 40007,8 km /(360x60 minutos de arco) = 1,8522 km/minuto
de arco; por lo tanto, una milla ndutica corresponde a un minuto de arco sobre
la superficie terrestre (a lo largo de un circulo maximo).

La unidad de velocidad asociada a la milla ndutica es el Nudo (Knot (kt)), que
significa una milla ndutica por hora®.

'Fijese que es un gran error decir “nudos por hora” para referirse a una velocidad.
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3.1. Relacién entre el ecuador y los paralelos

Asumiendo que la Tierra es una esfera (con radio medio R = 6367,445 km), es
facil determinar la relacién que existe entre el radio en el ecuador y el radio de
cualquier otro paralelo. Para ello, examine la figura 3.1:

Figura 3.1: Relacién entre el ecuador y los paralelos

Es facil ver que el radio en el ecuador R estd relacionado con el radio en el
paralelo r» por medio del coseno de la latitud:

r
cosp =— —
R

r = Rcos (3.1)

Por otro lado, supongamos primero que tenemos dos puntos que se encuentran
sobre el ecuador con una diferencia de longitud  entre ambos. Dichos puntos
estdn separados por la distancia del arco D, como muestra la figura 3.2.

Si ademds tenemos otro par de puntos separados la misma longitud pero sobre
otro paralelo, la distancia sobre el arco que los une serd d y la relacién entre
ambas distancias viene dada por:
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Figura 3.2: Diferencia de longitud sobre un paralelo

d= pBr
d Or d r d o
_ = — _ = — — — = —
D BR D R D $
d= Dcosy (3.2)

No olvide que las expresiones del tipo D = SR son validas sélo si el dngulo
viene dado en radianes.

3.2. Cambiando de coordenadas

Para algunos casos es (til cambiar del sistema usual de coordenadas Latitud-
Longitud a un sistema de coordenadas rectangulares. Una manera de hacer esto
es fijar el origen del sistema en el centro de la Tierra, con el eje x pasando por
la interseccién del ecuador con el meridiano de Greenwich (Latitud 0°, Longitud
0°), y el eje z alineado con el eje de rotacién, como muestra la figura 3.3.

Adoptando este sistema de referencia, lo mas facil de convertir es la componente
z del punto P, pues esta relacionada solamente con el seno de la latitud. Por
otra parte, el coseno de la latitud define un vector R’ que utilizamos a su vez
para hallar las componentes x, y:
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Latitud
¢

Longitud .\*\

Figura 3.3: Cambiando a coordenadas rectangulares

z= Rsingp
R' = Rcosp
2 =R cosf3 — x = Rcospcos 3

y = R'sin3 — x = Rcos psin 3

Lo anterior lo podemos expresar de manera mas compacta en forma de vectores,
donde r es el vector de posicion desde el centro de la Tierra al punto en estudio:

Rcos pcos 3
7= | Rcospsinf (3.3)
Rsinp

Una vez halladas las coordenadas de un par de puntos en un sistema rectangular,
la distancia directa d’ entre ellos (es decir, la distancia si pudiéramos viajar
atravesando el planeta) viene dada por la expresién 3.4.

d? = (v2 —21)* + (ya —v1)2 + (22 — 21)? —
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d = R\/(cos P2 cos B2 — cos p1 cos B1)% + (cos pa sin B2 — cos 1 sin F1)2 + (sin g — sin @7 )2
(3.4)

Donde las coordenadas (x1,y1, 21), (22, Y2, 22) han sido sustituidas por sus ex-
presiones correspondientes en 3.3.

Note que, en notacién vectorial, d’ es el médulo de la diferencia de los vectores
de posicién 1 y ro:

d = | — 7 (3.5)

3.3. Distancia a lo largo de un circulo maximo

3.3.1. Método aproximado N°1

Basandonos en los resultados de las secciones anteriores, es posible entonces
determinar la distancia mds corta entre dos puntos cualquiera sobre la superficie
terrestre; es decir, la distancia a lo largo del circulo maximo que los une.

La figura 3.4 muestra un circulo maximo que contiene dos puntos de interés:

Tenga muy en cuenta que el plano que contiene al circulo maximo no necesa-
riamente coincide con el ecuador o los meridianos, por lo que el dngulo « en
general no coincide con latitudes o longitudes.

La distancia que nos interesa hallar es la correspondiente al arco m, y por esto
la clave estd en calcular el dngulo a.

Para ello, note que la distancia directa d’ define, en conjunto con el centro de
la Tierra (condicién necesaria para todo circulo mayor), un tridngulo isdsceles
cuyos lados iguales tienen tamafio R y su lado desigual es d'.

Con estas observaciones, y los resultados de las secciones precedentes, podemos
entonces hallar la expresidn para m:
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Figura 3.4: Distancia a lo largo de un circulo maximo

U
%zRSin——»
L« d’
n—-=-— —
Y T oR

!
— 2arcsin(—
o' arcsin( 2R)

/
m=aR —m= 2Rarcsin(ﬁ) —

\/(cos 2 cos B2 — cos @1 cos (1)2 + (cos w2 sin B2 — cos 1 sin B1)2 + (sin w2 — sin 1)?

m = 2R arcsin( 5

(3.6)

Ejemplo: Distancia entre Barcelona y Nueva York

En este ejemplo calcularemos la distancia minima entre Barcelona (Espafia) y
Nueva York (EEUU). Adicionalmente, compararemos dicha distancia con la que
se recorreria si se siguiera un paralelo.

Consultando la tabla 2.5 obtenemos que las coordenadas correspondientes son:

= (1) Barcelona: 41,30° N / 2,09° E.

)
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» (2) Nueva York: 40,75° N / 73,99° W (-73,99°).

Con estos datos, y tomando un radio medio de la Tierra de 6367,44 km, podemos

empezar a realizar los cdlculos preliminares:

sing; = sin(41,30°) = 0,660
cospy = cos(41,30°) = 0,751
sinf; = sin(2,09°) = 0,036
cosf1 = cos(2,09°) = 0,999

singy = sin(40, 75°) = 0,653
cosp = cos(40,75°%) = 0,758
sinfs = sin(—73,99°) = —0, 961
cosfl = cos(—173,99°) = 0,276

Ahora introducimos estas cifras en la expresidén 3.6 y obtenemos la distancia m

recorrida siguiendo el circulo maximo:

(cos o cos By — cos @1 cos 31) = (=0, 541)? = 0,293

(cos g sin By — cos ¢ sin 31)? = (=0, 755)? = 0,570

(sin o — sin p1)? = (—0,007)* = 0,0

2
. 2Rarcsin(\/o, 93 +(2J,57o +0,0) B

m = 2(6367,44 km ) arcsin(0, 465) —
m = 2(6367,44 km )(0, 484rad) —
m = 6163, 68 km

Seguidamente, comparemos con la distancia d recorrida si se hubiera seguido
un paralelo y no el circulo maximo. Ambas ciudades tienen una latitud muy
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parecida, y el paralelo medio entre Barcelona y Nueva York es, aproximadamente,
el 41°.

Entonces, lo que hay que hacer es hallar la diferencia en las longitudes, e intro-
ducir este valor en la expresién 3.2, de esta manera:

ALongitud = 2,09° — (—73,99°) = 76, 08°

r = Rcosp = (6367,44 km ) cos(41°) —

r = 4805, 57 km
776, 08°
d= ﬁ'f' = W4805, 57 km —
d = 6381, 80 km

Como era de esperarse, las distancias no son iguales: Cuando se recorre el circulo
maximo la distancia es menor.

m—d=218,12 km = 117,78NM = 1°57,78

La diferencia son 218,12 km, equivalentes a 117,78 millas nduticas (jcasi dos
grados de arco medidos sobre el ecuador!).

En la figura 3.5 puede ver una representacién de la trayectoria a lo largo del
circulo maximo entre estas dos ciudades (generada gracias a la utilidad Great
Circle Mapper de Karl Swartz [Swartz, 2006]).

3.3.2. Método aproximado N°2

Existe un segundo método para determinar la distancia entre dos puntos a lo
largo de un circulo maximo, y que se vale de la relacién del producto escalar.
Sean dos vectores de posicion 7] y T5:
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Figura 3.5: Circulo maximo Barcelona - Nueva York

R cos 1 cos By R cos @9 cos B2
1 = | Rcospsinf 7o = | Rcospssin (o
Rsin ¢ Rsin g

Entonces, el producto escalar de dichos vectores puede escribirse asi:

r1-ro = (Rcospicos fr)(R cos ps cos 32)
+ (Rcos i sinfr)(R cos @ sin fFa)
+ (Rsingi)(Rsinp)

71T R2?[(cos ¢1 cos B1)(cos o cos Ba)

cos ¢1 sin 1) (cos g9 sin 32)

o
+ (sin¢1)(sin ¢2)]

1T R?[(cos @1 cos p2)(cos B1 cos B2 + sin 1 sin )

; (sin g1 )(sin p2)]

ri-ry = R?[(cos ¢ cos ga)(cos(By — B2)) + (sin p1)(sin ¢2)]

Adicionalmente, otra expresiéon para el producto escalar es la siguiente, que
incluye al dngulo « entre los dos vectores 77 y 7:

r1-re = |ri||ra| cosa —
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r 19 = R?cosa

Note que como estamos simplificando suponiendo que la Tierra es esférica,
entonces || = |72| = R.

Combinando las expresiones anteriores, tendremos finalmente que:

R? cos a = R%[cos 1 cos @y cos(f1 — B2) + (sin 1) (sin @3)] —

Q= arc cos[cos @1 cos pa cos(F1 — P2) + (sin 1) (sin p2)] —

m = Rarc cos[cos (1 cos @2 cos(B1 — B2) + (sin i )(sin )] (3.7)

Ejemplo: Distancia entre Barcelona y Nueva York (Método N° 2)

En este ejemplo calcularemos la distancia minima entre Barcelona (Espafia) y
Nueva York (EEUU) utilizando el método del producto escalar.

Recordamos que las coordenadas correspondientes son:

= (1) Barcelona: 41,30° N / 2,09° E.

= (2) Nueva York: 40,75° N / 73,99° W (-73,99°).

Con estos datos, y tomando un radio medio de la Tierra de 6367,44 km, podemos
realizar los célculos:

m = Rarc cos|cos 1 cos pa cos(f1 — [2) + (sin 1) (sin p2)] —

m = 6367,44 km arc cos[cos(41, 30) cos(40, 75) cos(2, 09— (—73,99))+sin (41, 30) sin (40, 75)] —
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m = 6367,44 km arccos[0,137 + 0,431] —

m = 6157, 585 km

En este caso hay una ligera diferencia con respecto al método 1, atribuible a
que en el primer método se cometen mas errores de redondeo debido a la mayor
cantidad de operaciones realizadas.

3.3.3. Método Andoyer

Es posible obtener una mejor estimacién de la distancia en la superficie del elip-
soide (en vez de asumir que la Tierra es una esfera) usando el método de Andoyer
([Andoyer, 1950]). Para ello, primero se calculan unas cantidades auxiliares uti-
lizando el valor de las latitudes y longitudes proporcionadas (ATENCION: Todos
los valores angulares deben proporcionarse en radianes):

F:901+902
2
©1 — P2
G=——"=
2
B2 — B1
=
2

S = (sin G)%(cos A\)? + (cos F)?(sin \)?

C = (cos G)*(cos \)? + (sin F)*(sin \)?

= arctan §
w = arcta ”C’

Donde w debe expresarse en radianes. Seguidamente:
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rT =

VvSC
w

D = 2wa

El valor a es el semieje mayor o ecuatorial del elipsoide en kilémetros. Las tltimas
expresiones auxiliares son:

3r—1
Hy —
1™ oC
3r+1
H, —
2 29

Y finalmente la distancia m en kildmetros sera:

m = D(1 + fH(sin F)?(cos G)? — fHy(cos F)?(sin G)?) (3.8)

Donde f es el factor de achatamiento. Usando este procedimiento el error
serd del orden del producto del cuadrado de f por la distancia encontrada m
([Meeus, 1991]):

ex~m- f? (3.9)

Ejemplo: Distancia entre Barcelona y Nueva York (Método Andoyer)

Ahora calcularemos nuevamente la distancia entre Barcelona y Nueva York uti-
lizando el método Andoyer.

Utilizando las mismas coordenadas de los ejemplos anteriores y los valores para
el elipsoide WGS-84 obtendremos:
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87
» (1) Barcelona: 41,30° N (0.72082 rad)/ 2,09° (0.036477 rad) E.

» (2) Nueva York: 40,75° N (0.71122 rad) / 73,99° W (-73,99° = - 1.2914
rad).

Y1+ 2

F = S = 0,71602
G =222 _ (0047997
Ao 2 ; b _ ~0,66392

S = (sin G)*(cos \)? 4 (cos F)?(sin \)? = 0,21613

C = (cos G)?(cos \)? + (sin F)?(sin \)? = 0,78387

/S
w = arctan < C’) 0,4835

VSO
N w

r = 0,85127

D = 2wa = 6167,9

3r—1
H = 111
1 5C 0,99
3r+1
Hy = = 8,2214
2 2S 87

m = D(1+ fH,(sin F)*(cos G)? — fHy(cos F)?(sin G)?) —

m = 6176,8 km
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Y el error cometido serd aproximadamente:

e~m- f2=6176,8km - f? ~ 70 metros

Como se puede apreciar, al tomar en cuenta la forma elipsoidal de la Tierra la
distancia resultante es un poco mayor que en los casos anteriores.



Capitulo 4

Los movimientos de la Tierra

4.1. Rotacion

Hoy en dia es de todos sabido que la Tierra cada dia gira alrededor de un eje
que pasa por su centro, que es lo que proporciona la alternancia entre dia y
noche.

Dicho eje de rotacién corta a la superficie del planeta en dos puntos, deno-
minados polo norte y polo sur verdaderos o geogrdficos. Actualmente, dicho
eje apunta, por el norte, aproximadamente hacia una brillante estrella llamada
Polaris (la Estrella Polar).

Una rotacién completa de la Tierra, medida con respecto al Sol, dura por término
medio 24 horas SI1, y es llamada dia solar. En cambio, si la rotacién se mide
tomando como referencia las estrellas fijas?, la rotacién se realiza en 23,9345
horas (23 h 56" 4,0905") y es llamada dia sideral o dia sidéreo . La diferencia
entre ambos valores se debe al movimiento de traslacién, como se indica en la
figura 4.1.

La figura 4.1 representa dos dias consecutivos. En el primero, a mediodia el Sol
estd alineado con una estrella fija que se tomdé como referencia, y el meridiano
del observador m, el Sol y dicha estrella estan en la misma linea.

15/ significa " Sistema Internacional de Unidades”. El tiempo Sl es un tiempo de naturaleza
atémica y se basa en el segundo. Una hora Sl son 3600 segundos SI, y un dia Sl es, por
tanto, 86400 segundos Sl. Se definié de manera tal que correspondiera aproximadamente a
una rotacioén de la Tierra, aunque debe tenerse en cuenta que ésta no tiene una velocidad de
rotacién constante).

2En realidad las estrellas no estan fijas en el cielo, sino mas bien cada una tiene su velocidad
particular. No obstante, quedan tan lejanas que sus movimientos aparentes son mintsculos, y
por ello se pueden tomar como referencia.
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Figura 4.1: El dia sideral. Fuente: Francisco J. Blanco G. (Wikipedia)

Al dia siguiente, la Tierra ha rotado y se ha trasladado. Debido a este dltimo
movimiento, a mediodia sideral del segundo dia la estrella fija se encuentra de
nuevo alineada con el meridiano del observador m, pero debido a la traslacidn,

el Sol estd “retrasado”. La diferencia es de aproximadamente un (1) grado, que
corresponde a 3’ 55,9" horarios.

Posteriormente (3 minutos y 55,9 segundos después, para ser exactos) el meri-
diano m se alineard con el Sol (porque la Tierra sigue rotando) y tendremos un
mediodia solar. La estrella de referencia, no obstante, estd adelantada.

Por tanto, si se hubiera medido la rotacién de la Tierra tomando como referencia
las estrellas fijas (dia sideral o dia sidéreo), el dia asi definido hubiera sido casi
4 minutos mds corto. Es por esta razén que no vemos las mismas estrellas en el
cielo durante todo el afio. Cada dia las estrellas salen por el este unos 4 minutos
antes.

La manera anterior de medir el tiempo se denomina tiempo sideral, y se toma
como punto de referencia el equinoccio vernal o Punto Aries3.

Ademads de lo anterior, la velocidad de rotacién de la Tierra no es constante,
sino que tiene ligeras variaciones debidas a la presencia de la Luna, el frota-
miento de las aguas de mares poco profundos, movimientos en la atmdsfera, y

3Ademds, existe el tiempo sideral aparente o verdadero, cuando se toma en cuenta la
nutacién del punto Aries, y el tiempo sideral medio cuando no se toma en cuenta (ver la
seccién 4.3 para mds informacién).
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desplazamientos bruscos en el interior del planeta, entre otras causas. Esto tiene
consecuencias en la medicién del tiempo, y es la razén por la cual se definen
diferentes tipos de tiempos (Universal Time 0 (UTO), Universal Time 1 (UT1),
Universal Time 2 (UT2), etc).

4.1.1. Dia juliano

El dia juliano (JDN) es una importante manera de medir el transcurso del
tiempo utilizada en astronomia. Estd definido como el nimero entero de dias
que han transcurrido desde el mediodia (hora de Greenwich) del lunes 1ro de
Enero del afio 4713 antes de nuestra era, medidos segtin el calendario juliano®
([Wikipedia, 2006l]).

Para calcular el dia juliano se utiliza el siguiente algoritmo (vélido para afios a
partir de 1583), donde los meses estan numerados del 1 al 12, empezando por
Enero. También, tenga en cuenta que el resultado es vélido a partir del mediodia,
porque el dia juliano empieza al mediodia de Greenwich®. Adicionalmente, los
simbolos || indican que debe tomarse la parte entera del resultado entre dichos
simbolos.

y = anyo + 4800 — a

m=mes+ 12a — 3

JDN = dia + LME)”J + 365y + L%J = L%J + Lﬁj 32045 (4.1)

Si se desea incluir la parte fraccionaria, se puede usar esta expresion:

*El calendario juliano fue el instaurado por el emperador romano Julio César. Dado que
dicho calendario se establecié en el afio 4 de nuestra era, la extensién hacia el -4713 es un
artificio matematico, y por ello se habla en este caso del calendario juliano “proléptico”.

®Esta convencién es muy apropiada para los astrénomos, pues asi todas las observaciones
hechas durante la noche (segtin Greenwich) caen durante el mismo dfa juliano.
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horas — 12  minutos = segundos

D =JDN
/ / * 24 * 1440 * 86400

(4.2)

Un valor de referencia importante es el 1ro de Enero del 2000 a mediodia
(J2000.0), cuyo JDN = 2451545,0.

4.2. Traslacion

Mientras la Tierra gira alrededor de si misma, también lo hace alrededor del
Sol. Este movimiento es llamado traslacion y tiene una duracién de poco mas
de 365 dias.

El movimiento de traslacién tiene una 6rbita eliptica, y el Sol ocupa uno de
los focos de la elipse (el otro foco estd vacio). La distancia media Tierra-Sol
es llamada una Unidad Astronémica (AU), y se utiliza para indicar distancias
dentro del sistema solar. Su valor es de 149 597 870 691 m (casi 150 millones de
kilémetros). Cuando la Tierra se halla mas cercana al Sol se habla del Perihelio,
y cuando estd mds lejana, Afelio.f.

i
’ v
‘

Foco 2 ;
Qo PO
% Perihelio Afelio ™

SOL

Figura 4.2: La drbita terrestre

Ademds debe tomarse en cuenta que de acuerdo con las leyes de Kepler, la
velocidad del planeta en su 6rbita es mayor mientras mas cerca esté del Sol
(perihelio), y es menor mientras mds alejado esté (afelio).

®El sufijo habitual para denotar al Sol es helios. El sufijo para la Tierra es geo, y si las érbitas
toman como referencia nuestro planeta (por ejemplo, en el caso de un satélite artificial), se
habla entonces de perigeo y apogeo.
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Debido a este cambio en la velocidad y a otros fenémenos (precesién, atrac-
ciones gravitatorias de otros cuerpos celestes, etc.), el periodo exacto de una
traslacidn terrestre varia segun el punto especifico de la 6rbita que tomemos
como referencia. Por estas razones, hay diferentes definiciones para el afo:

= Afo tropical medio: En el afio 2000 tenia una duracién de 365,24218967
dias Sistema Internacional (SI) y corresponde al periodo promedio de
todos los puntos de la érbita.

» Afo vernal equinoxial: Representa el periodo desde el inicio de una pri-
mavera (equinoccio vernal) hasta el inicio de la siguiente. Dura 365,2424
dias Sl y forma la base de la mayor parte de los calendarios solares.

= Ano sideral: Es el tiempo que tarda la Tierra en hacer una revolucién alre-
dedor del Sol, tomando como referencia las estrellas fijas. Dura 365,256363051
dias Sl (dato correspondiente al afio 2000).

= Afo anomalistico: Es el tiempo que tarda la Tierra en hacer una revolucién
alrededor del Sol, tomando como referencia sus dpsides (puntos extremos
de la érbita: Perihelio y afelio). En promedio dura 365,259635864 dias S|
(dato correspondiente al afio 2000).

Por otra parte, conforme la Tierra se traslada a lo largo de su érbita, las es-
trellas que estén en el cénit a medianoche van cambiando (ver figura 4.1). En
consecuencia, en el lado opuesto del planeta el Sol, a mediodia, aparentarad que
se encuentra pasando frente a diferentes estrellas durante el afio.

Esa trayectoria aparente que (visto desde la Tierra) sigue el Sol frente al fondo
de estrellas fijas, se llama ecliptica, y define el plano orbital de la Tierra. Adi-
cionalmente, dado que los planetas del Sistema Solar rotan en planos parecidos,
éstos también aparentan seguir, aproximadamente, dicha ecliptica.

Desde tiempos inmemoriales, el hombre dividié a las estrellas que veia en grupos
mds o menos definidos a los que llamé constelaciones. Hay muchas constelacio-
nes, pero la ecliptica " pasa” por sélo doce de ellas, llamadas las constelaciones
del zodiaco” .

"El zodiaco era muy importante para los hombres primitivos, pues la constelacién por donde
el Sol pasaba indicaba qué estacidn era, y por tanto servia a las tribus como calendario para
saber los tiempos de siembra y cosecha, el paso de los animales migratorios, la llegada de la
nieve o las lluvias, etc.

En su mundo mdgico-religioso el poderoso Sol, dador de toda vida, se confabulaba con
las figuras que dibujaban las estrellas en el cielo para producir portentosos cambios en la
Tierra. Estas historias, nacidas de la necesidad y la ignorancia, con el tiempo degeneraron en
la supersticidén llamada .2strologia”, que lamentablemente persiste en nuestros dias.

En este sentido es necesario agregar que debido a varias cosas, entre ellas cambios en los ejes
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Figura 4.3: La Ecliptica

4.2.1. La inclinacién de la Tierra

Cuando relacionamos el movimiento de traslacién de la Tierra con el de rotacién,
notamos que los ejes alrededor de los cuales se realizan estos movimientos no
son paralelos. El eje de rotacién de la Tierra tiene una inclinacion de 23,45°
(23° 27'") con respecto al eje traslacién (dngulo de la ecliptica u oblicuidad de
la ecliptica).

Esta inclinacién es la responsable de que, entre otras cosas, existan las estacio-
nes. Cuando el polo norte estd inclinado hacia el Sol, recibe mayor cantidad de
calor el hemisferio norte, y lo contrario cuando es el polo sur el que estd miran-
do hacia el Sol. Este efecto viene dado principalmente por el dngulo con que
los rayos solares incidan sobre la superficie terrestre. Mientras mas cercano a
la perpendicular esté el dngulo conque caen estos rayos, mayor energia caldrica
transmitida al terreno y menos la proporcién que rebota al espacio.

El angulo de incidencia de los rayos solares varia porque durante su "viaje” por la
ecliptica, la altura maxima del Sol sobre el horizonte también varia. Al principio
del verano, el Sol alcanza su médxima altura en el cielo (solsticio de verano),
mientras que al principio del invierno el Sol estd a la minima altura (solsticio de
invierno).

Es evidente que al pasar de la maxima altura a la minima, y viceversa, ha de
pasarse por un punto medio (definido como el momento en que tanto el polo

de rotacidn de la tierra (precesidn), en realidad hoy en dia las constelaciones del zodiaco no
son doce, sino trece: Durante la primera quincena de diciembre el Sol estd en la constelacién
de Ofiuco (Ophiuchus), el serpentario.
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Figura 4.4: Inclinacién terrestre

norte como el sur estdn igual de cerca del Sol). Dichos puntos son llamados
equinoccios, y hay uno de primavera (cuando el Sol va “subiendo” en el cielo,
llamado tambien vernal) y otro de otofio (cuando va "bajando”) y corresponden
a la interseccién de la ecliptica con el ecuador celeste (la proyecién hacia el cielo
del ecuador).

En este sentido el equinoccio de primavera (para el hemisferio norte), cuando
el Sol cruza el ecuador en su viaje hacia el norte, define un punto que recibe
un nombre especial: Punto Aries. El Punto Aries es un importante punto de
referencia en el cielo que a menudo se utiliza para a partir de él definir las
Orbitas de los satélites artificiales y otros cuerpos celestes.

A continuacidn se presentan un par de imdgenes indicando la posicién del Sol en
el cielo, a mediodia, visto desde la ciudad de Quito, Ecuador. Una corresponde
al Punto Aries (equinoccio de primavera - hemisferio norte), y la otra al solsticio
de verano (hemisferio norte).

Como se acaba de mencionar, en su vagar por la ecliptica el Sol alcanza los
extremos norte y sur en los solsticios. Como dicho vagar se debe a la inclinacién
de la Tierra, entonces el valor extremo de desviacién son 23° 27’ hacia el norte
y hacia el sur. Estos puntos determinan la banda de los trépicos: El Trépico de
Cancer (al norte) y el Trépico de Capricornio (al sur).

Note que dnicamente dentro de la banda definida por los trépicos los rayos del
Sol pueden caer perpendiculares sobre el terreno, y en los trépicos mismos, sélo
lo hacen a mediodia del correspondiente solsticio.
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En contraste, si a 90° le restamos 23° 27’ tenemos como resultado 66° 33". Este
angulo corresponde a la posicién de los Circulos Polares tanto Artico (norte)
como Antdrtico (sur).

Por simple geometria es posible ver que el dia del solsticio de invierno (norte) el
Sol no sube mds arriba del horizonte en el Circulo Polar Artico. Mas al norte de
este circulo, el Sol queda siempre oculto bajo el horizonte durante varios dias,
alcanzdndose el maximo de este fendmeno en el Polo Norte mismo, que tiene
una "noche” que dura seis (6) meses. Lo mismo sucede al sur del Circulo Polar
Antartico durante sus correspondientes meses de invierno.

Por analogia, lo contrario sucede en ambos polos durante sus respectivos ve-
ranos: El Sol no puede ocultarse durante varios dias, y en el polo mismo el
"dia" dura seis (6) meses.

Es pertinente mencionar que la oblicuidad de la ecliptica varia a lo largo del
tiempo con un rango que va desde los 22,1° hasta los 24,5°, y con una perio-
dicidad de aproximadamente 41000 afios (y variaciones mds cortas debidas a |a
nutacion ([Wikipedia, 2006b])).

La International Astronomical Union (IAU) adopté en el afio 2000 la siguiente
ecuacidén para calcular la oblicuidad de la ecliptica, medida en segundos de arco:

€ = 84381,448 — 46,84024T — (5,9 - 10~H)T? 4 (1,813 -1073)T%  (4.3)

Donde T' se mide en siglos julianos medidos desde la época J2000.0 (1ro de
Enero del 2000, a mediodia), cuyo JDN = 2451545,0:

_JD —2451545,0

T
36525

4.2.2. Elevacidon del Sol sobre el horizonte

Dado que el movimiento aparente del Sol es a lo largo de la ecliptica, es obvio
que su declinacién § (ver seccién 2.5.2) no es la misma a lo largo del afio. Esta
pasa de tener un valor de -23° 27’ en el solsticio de invierno (alrededor del 21
de diciembre para el hemisferio norte) a +23° 27’ durante el solsticio de verano.
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Tomando en cuenta esto, se puede escribir la siguiente expresién que aproxima
la declinacién solar:

360°
~ —23,45° . — (N +1
5 3,45° - cos < 368 (N + 0)>

Donde N es el nimero de dias transcurridos en el afo.

Por otra parte, se puede demostrar que la elevacién de un objeto lejano® en el
cielo viene dada por la ecuacién (asumiendo una Tierra esférica):

elev 290° — ¢+ 0

De esta manera un marino no tiene que esperar a que sea de noche para buscar
la estrella Polaris y estimar su latitud ¢. Basta que espere a mediodia para
medir la elevacién maxima del Sol, y si sabe la declinacién del Sol para ese dia,
obtendra su latitud. El mismo método es aplicable a otros cuerpos celestes.

4.3. Precesién y nutacion

Debido a que la Tierra no es una esfera perfecta, la atraccién gravitatoria del
Sol y la Luna introducen pequefias alteraciones en su movimiento. Este efecto
cambia la orientacién del eje de rotacién, de una manera similar a como el
eje de rotacién de una peonza empieza a oscilar cuando va perdiendo energia.
Adicionalmente, la inhomogeneidad en la composicién de la Tierra contribuye
a esto.

Este movimiento oscilatorio tiene dos componentes: La precesion (o componen-
te secular), que tiene un periodo de 26000 afios, y la nutacién (componente
peridédica) con 18,6 afios de periodo, como se muestra a continuacidn:

Esto tiene como curiosa consecuencia que la estrella Polaris (constelacién Osa
Menor) no sea siempre la referencia del Polo Norte: Hace 13000 afios la estrella
polar era Vega, en la constalacién de Lira.

8Un objeto lejano significa en este contexto que la distancia del objeto al centro de la Tierra
es mucho mds grande que el radio de ésta
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Figura 4.7: Precesién y Nutacién

Cuando se toma en cuenta tnicamente el efecto de la precesién sobre la posicién
y orientacién del ecuador y el punto Aries, se habla del ecuador medio y el
equinoccio medio, respectivamente ([Seeber, 1993]).

Por otro lado, cuando también se tiene en cuenta el efecto de la nutacidn, se
habla de ecuador verdadero y equinoccio verdadero. Por esta razén, las coorde-
nadas de un punto dado en un sistema de referencia celeste pueden ser posiciones
medias o posiciones verdaderas.

Para convertir las posiciones medias dadas en la época J2000.0 a otra época t,
se usa la siguiente matriz de precesion:

P = R3(—2)R2(0)R3() (4.4)

Donde los dngulos de rotacién vienen definidos por:

¢ = 0,6406161°T + 0,0000839°72 + 0,0000050°7>

z = 0,6406161°T + 0,0003041°72 + 0,0000051°T*>
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0 = 0,5567530°T — 0,0001185°T% — 0,0000116°7

Donde el tiempo T viene dado en siglos julianos medidos desde la época J2000.0
(ver la seccién 4.2.1).

Por otra parte, para hacer la transformacién del ecuador y el equinoccio medios
a los verdaderos, es necesario aplicar la matriz de nutacion:

N = Rl(—€ - A€)R3(—A¢)R1 (6) (4.5)

Donde los pardmetros de la ecuacidn anterior reciben los nombres de:

= ¢ : Oblicuidad de la ecliptica. Vea la seccién 4.2.1, donde se encuentra la
ecuacién 4.3 que calcula esta cantidad.

» Ac : Nutacién en oblicuidad, es decir, qué tanto ha afectado la nutacién
a la oblicuidad de la ecliptica.

= At : Nutacién en longitud, que significa el grado de modificacién que ha
ocasionado la nutacién en la posicién del punto Aries, medido a lo largo
de la ecliptica (ver la longitud ecliptica (\) en el sistema de coordenadas
ecliptico, seccién 2.5.6).

Los parametros Ae y A requieren de largas series para su cdlculo preciso. No
obstante, se obtiene una buena aproximacién si se utilizan sélo los coeficientes
mds importantes, derivindose las expresiones siguientes:

Ae = 9,2025” cos Q + 0,5736" cos(2F — 2D + 2Q) + 0,0927" cos(2F — 29)

Atp = —17,1996" sin Q — 1, 3187” sin(2F — 2D + 2Q) — 0,2274" sin(2F — 2Q)

Los valores para los coeficientes D, F' y () se pueden obtener de libros de
efemérides, entre otras fuentes (por ejemplo, [Meeus, 1991]).
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4.4. Movimiento del polo

La navegacion de precision tiene que tomar en cuenta que el eje de rotacién
de la Tierra (es decir, el polo instantdneo® ) tiene un movimiento propio con
respecto a la corteza terrestre. Dicho movimiento es pequefio pero medible, y
segun el International Earth Rotation and Reference Systems Service (IERS)
tiene tres componentes principales [IERS, 2001b]:

» Una oscilacién libre denominada (Oscilacion de Chandler) con un periodo
aproximado de 433 dias (denominado por esto periodo de Chandler). La
amplitud de la oscilacién es variable, promediando unos 20 metros con
respecto al polo norte convencional (CIO¥).

En el afio 2000, el Jet Propulsion Laboratory (JPL) anuncié que'!:

... la principal causa de la oscilacién de Chandler es la fluctua-
cién de presion en el fondo del océano, causada por cambios en
la temperatural y la salinidad, y por cambios en la circulacién
de los océanos debido al viento. ..

» Una oscilacion anual forzada por el desplazamiento estacional de las masas
de aire y agua.

s Una deriva irregular de la posicién promedio del polo en la direccién 80°.

La figura 4.8 presenta el movimiento total del polo para el periodo comprendido
desde el afio 2002 al 2006 (datos proporcionados por el IERS).

Por otra parte, la figura 4.9 presenta la deriva general del polo (polo medio para
cada afio) para el periodo comprendido desde el afio 1962.5 al 1997.5 (datos
tomados de [IERS, 2001a]).

Este movimiento estd descrito por los parametros siguientes, denominados Earth
Rotation Parameters (ERP):

= Greenwich Aparent Sidereal Time (GAST), asociado con la velocidad de
rotacion.

°La posicién del polo en un instante de tiempo dado.

9| CIO se define como la orientacién media del eje de rotacién terrestre medida entre los
afios 1900 y 1905 ([Seeber, 1993]).

Para mayor informacién, consulte [Jet Propulsion Laboratory, 2000]
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Movimiento del Pelo: 2002-2006
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Figura 4.8: Movimiento del polo desde el afio 2002 al 2006
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= 1z, componente del movimiento del polo a lo largo del meridiano de
Greenwich (en radianes), positivo hacia el ecuador.

= y,, componente del movimiento del polo perpendicular al meridiano de
Greenwich (en radianes), positivo para crear un sistema a derechas.

Dada la naturaleza de este movimiento no existen teorias para predecirlo, y por
ello es necesario determinar los parametros anteriores mediante la observacion.
Una vez que se tienen, la matriz para aplicar la correccién por el movimiento
del polo se convierte en:

S = Rg(—wp)Rl(—yp)Rg(GAST) (46)
Para R3(GAST) se aplica la matriz descrita en la seccién 2.4.1, mientras que

para x, yp, al ser dngulos muy pequefios, se usan las matrices descritas en la
seccién 2.4.1, quedando ([Seeber, 1993]):

1 0 =z 10 0
Ro(—zp)Ri(—yp) = 0 1 0 01 —y | —
-z, 0 1 0y 1
1 0 =z
Ro(—zp)Ri(=gp)=| 0 1 —yp
—Tp Yp 1

Finalmente, luego de aplicar todas las matrices de correccién especificadas en
las secciones anteriores, tenemos la expresion para convertir de un sistema CIS
a un sistema CTS, tomando en cuenta los movimientos de la Tierra:
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Capitulo 5

El Campo Magnético de la
Tierra

Es ampliamente sabido que el planeta Tierra actla como un gran iman cuyas
lineas de campo geomagnético surgen de un polo (el polo sur magnético) y con-
vergen en el otro polo (polo norte magnético). El eje longitudinal de este iman
tiene una desviacién de aproximadamente 11° con respecto al eje de rotacion.
Por ello, los polos del campo magnético generado no coinciden exactamente
con los polos geograficos.

Este campo geomagnético es producido por la combinacién de varios campos
generados por diversas fuentes, pero en un 90 % es generado por la parte exterior
del niicleo de la Tierra (llamado Campo Principal o “Main Field").

Por otra parte, la interaccién de la ionosfera con el viento solar y las corrientes
que fluyen por la corteza terrestre componen la mayor parte del 10 % restante.
Sin embargo, durante las tormentas solares (eventos de actividad solar exa-
cerbada) pueden introducirse importantes variaciones en el campo magnético
terrestre.

El campo geomagnético tiene 7 parametros que lo definen, pero los mds impor-
tantes desde nuestro punto de vista son la declinacién y la inclinacidén.

La declinacion magnética se define como el dngulo que existe entre el norte
magnético y el norte verdadero (geografico). Se denota como D y se considera
positivo cuando el dngulo medido estd hacia el Este del norte verdadero, y
negativo en caso contrario. En términos practicos esto significa que si la brijula
marca un rumbo de 115°, y sabemos que la declinacién magnética en ese punto
es 4° E, el rumbo verdadero serdn 119°.

Es una practica comin que sobre las cartas de navegacion o los mapas se presen-
ten lineas que unen puntos que tienen la misma declinacién magnética. Dichas
lineas son denominadas Lineas Iségonas o Lineas Isogdnicas. Adicionalmente, si
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una linea corresponde a puntos con declinacién 0°, se habla de Linea Agénica.

En la figura 5.1 se grafican los valores de declinacién magnética para el afio
2000.

150" 180°

Units {Declination) : degreas
Contour Interval : 2 degrees )
Map Projection : Mercator Fuente: NOAA - National Geophysical Data Center (NGDC)

Figura 5.1: Declinacién magnética - Ano 2000

Se puede notar que las lineas iségonas pueden tener formas muy variadas. En
particular, fijese que al sureste de Brasil existe un minimo local. Esta es una
peculiaridad importante que recibe el nombre de Anomalia del Atldntico Sur.

Por otro lado, la inclinacion magnética se define como el dngulo que existe entre
el plano horizontal y el vector de campo magnético, tomando positivo cuando el
vector estd apuntando hacia la Tierra (hacia “abajo"). Este concepto se denota
como [ vy significa que el vector de campo “sale” de la Tierra en el polo sur
magnético, se va haciendo paralelo a la superficie terrestre cerca del ecuador, y
“entra” de nuevo a la Tierra en el polo norte magnético.

Adicionalmente, es posible unir mediante una linea los puntos que poseen la
misma inclinacién magnética, y a tales lineas se les llama isoclinas. En particular,
la isoclina que posee inclinacién | = Q0° recibe el nombre de linea aclinica y
equivale al ecuador magnético. La figura 5.2 indica las isoclinas para el afio
2000. Como ejercicio, identifique el ecuador magnético.

Para finalizar esta seccidn es necesario comentar que la posicién de los polos
magnéticos varia a lo largo de los anos. Por esta razén se requiere que cada
cierto tiempo se revisen y modifiquen las cartas de navegacion y los mapas.

En la figura 5.3 se ilustra cémo ha evolucionado la posiciéon del polo norte
magnético desde el ano 2001 hasta el 2005, basdndonos en datos proporcionados
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Figura 5.2: Inclinacién magnética - Ano 2000

por [Geological Survey of Canada, 2005].
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Capitulo 6

El Tiempo

La navegacidon aérea se realiza por sobre la superficie de la Tierra, y por ello
es necesario conocer la forma y dimensiones de ésta para entender mejor los
conceptos asociados con el arte de la navegacién.

6.1. Antecedentes historicos

La historia de la medicién del tiempo esta intimamente ligada a la historia del
calendario, entendido este dltimo como un modo sistematico de organizar los
dias en semanas, meses, afos y milenios.

En este sentido, una de las formas mas sencillas de marcar el paso del tiempo y
darle organizacién es mediante la referencia a las fases de la Luna. Un calendario
de este tipo es llamado /unar, y el tiempo transcurrido entre repeticiones de una
fase dada de la luna (por ejemplo, entre lunas nuevas) es llamado mes sinddico.
Un mes sinddico dura, en promedio, 29,530589 dfas!. Adicionalmente, un cuarto
de mes sinddico define aproximadamente una semana.

Entre las ventajas de los calendarios lunares se encuentra el hecho de que es una
referencia muy facil de seguir. Por otra parte, tiene el inconveniente de que un
mes sinddico no tiene un nlimero entero de dias. Esto se puede mitigar usando al-
ternativamente meses de 29 y de 30 dias, y ajustando la diferencia restante cada
cierto tiempo. Esta es la estrategia utilizada en el calendario musulman (que es
lunar), donde cada afio tiene 12 meses lunares y se intercalan 11 dias extras cada
30 afios para compensar la diferencia ([Australian Academy of Science, 1999]).

Por otro lado, las estaciones del afio son fendmenos muy importantes para la
caza, la pesca y la agricultura, pero las fases de la Luna son independientes de
éstas (y se desfasan bastante cada afio, como se vio anteriormente). Por esa

'Esta longitud varfa, y en general tiende a alargarse.
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razdn, algunas culturas antiguas decidieron marcar el paso del tiempo siguiendo
el movimiento aparente del Sol por el cielo, lo que marca los solsticios, equinoc-
cios, etc. Un calendario de este tipo es llamado solar, y el tiempo transcurrido
entre dos pasos sucesivos del Sol por el equinoccio de primavera es denominado
afio vernal equinoxial, y tiene una duracién de 365,2424 dias SI.

Se puede notar que la duracién de un afo solar tampoco tiene un nidmero
entero de dias, lo que condicioné la posterior evolucién de los calendarios mas
modernos. No obstante, se puede verificar que 19 afios vernales equinoxiales
equivalen a 234,997 meses sinddicos (casi 235), lo que implica que cada 19
afios las fases de la Luna (y fenémenos asociados, como los eclipses) caen
casi exactamente en la misma fecha. Este ciclo no pasé desapercibido a los
astrénomos de la antigliedad y es llamado ciclo metdnico, en honor al astrénomo
Metén, 5 siglos antes de nuestra era [WebExhibits, 2006b].

Es importante agregar que, dadas las ventajas y desventajas relativas de utili-
zar un calendario u otro, culturas como la hebrea y la china decidieron utilizar
un calendario mixto, que combina las caracteristicas de los dos tipos mencio-
nados anteriormente. Se dice entonces que dichas culturas utilizan calendarios
lunisolares.

6.1.1. EIl Calendario Romano

La evolucion del calendario romano es de especial importancia para nosotros
porque a partir de alli evolucioné el calendario moderno utilizado en el hemisferio
occidental.

Originalmente los romanos tenian un calendario lunar, con meses cuya duracién
era idéntica al del ciclo lunar? ([WebExhibits, 2006a]). En esa época, un pontifex
(pontifice o sacerdote) tenia la tarea de observar la Luna y determinar cudndo
habia Luna nueva (la referencia para el inicio de un nuevo mes). Cuando tal
evento sucedia, hacia una “llamada” (calare en latin), y por tanto esos primeros
dias eran llamados Kalendae. De alli evoluciond la palabra “calendario”.

Al cabo de un tiempo, los romanos cambiaron a meses con dias fijos, usando
un afio compuesto de 10 meses y 304 dias (seis meses de 30 dias y cuatro de
31 dias). Tal parece que los restantes 61 dias caian en pleno invierno, y eran
ignorados (o mas bien, ofrendados a los dioses de la oscuridad).

Los meses de este afio primitivo empezaban con Marzo (Martius), y tenian sus
nombres asignados segtin indica la tabla 6.1. Como podemos ver alli, algunos de

2Segiin la leyenda, este calendario fue establecido por el mitico Rémulo unos 740 afios
antes de nuestra era. Mas probablemente es una evolucién del calendario lunar griego, que a
su vez evolucioné de los Babilonios.
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los nombres modernos ya se vislumbran, aunque han perdido su sentido original.

Nombre latino ‘ Significado ‘

Martius Por Marte, el dios de la guerra

Aprilis Por la diosa Afrodita o por la palabra aperire (abrir)
Maius Por la diosa Maia

Junius Por el dios Juno

Quintilis El quinto mes

Sextus El sexto mes

September El séptimo mes

October El octavo mes

November El noveno mes

December El décimo mes

Tabla 6.1: Nombres de los antiguos meses romanos

Se cree que posteriormente el gobernante romano Numa Pompilio (aprox. del
715 al 673 antes de nuestra era) agregd el mes de Enero (Januaris, por el
dios Janus) al principio del afio y el de Febrero (Februarius, por el festival de
purificacién Februa) al final del mismo para disminuir la diferencia entre al afio
romano y el afio solar. Esto llevé al afio romano hasta los 355 dias. Los dias
restantes se compensaban agregando un afo si y otro no un nuevo mes luego
de Febrero (Mercedinus o Mensis Intercalaris, de unos 22 a 23 dias).

Mucho tiempo después (aprox. 425 A.C.) el mes de Febrero se movié a su actual
posicién entre Enero y Marzo, pero se mantuvo la costumbre de utilizarlo como
si fuera el ultimo mes del afio, agregandole o restandole dias segiin conviniera
para mantener la sincronizacién con las estaciones.

6.1.2. EIl Calendario Juliano

El intercalado irregular de los dias necesarios para mantener sincronizado el
calendario romano con la longitud real del afo derivé en que el dia en que
se observaba el equinoccio de primavera empezé a variar. Adicionalmente los
pontifices, encargados de declarar el inicio de los meses y de intercalar los dias
extras, en ocasiones alteraban las reglas para extender o acortar el cargo de
algun funcionario publico.

El resultado final fue que el ciudadano comun no podia saber por adelantado
cudndo se intercalarian dias, especialmente si vivia lejos de Roma, lo que impli-
caba que no sabia la fecha exacta. Por estas y otras razones, se decidié reformar
el calendario.

Hacia el afo 46 antes de nuestra era, el emperador Julio César decidié que los
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romanos utilizaran un calendario solar, siguiendo el ejemplo de los egipciosS.

Para ello, el César consulté el asunto con el astrénomo Sosigenes de Alejandria.

El resultado fue un afio de 365 dias, con doce meses, en el cual a Febrero
(considerado el (ltimo mes) se le agregaba un dia bisiesto (o “leap day”, en
inglés) cada 4 afios ([Wikipedia, 2006k]). Esto tiene como consecuencia que la
duracién promedio de un afio en el calendario Juliano es de 365,25 dias.

Julio César decreté entonces el cambio de calendario, pero dada la confusién
reinante con el sistema anterior, el nuevo afo 46 A.C. tuvo que alargarse hasta
los 445 dias. Adicionalmente, el emperador deseaba que el afo empezara en el
solsticio de invierno (alrededor del 21 de diciembre actualmente). No obstante, el
pueblo romano era supersticioso y consideraba de mal agiiero un calendario que
no empezara con la luna nueva, que ese ano caia diez dias después del solsticio
de invierno (es decir, el actual 1ro de Enero). Ni todo el poder del emperador
pudo cambiar esto, y por ello Julio César tuvo que acceder a la supersticion
([Cadena, 2000]).

Finalmente, en honor al reformador el quinto mes del afio romano (Quintilis)
pasé a llamarse Julio (mes de nacimiento de Julio César) en el afio 44 A.C.
Tiempo después (8 A.C.) el sexto mes (Sextilis) fué renombrado Augustus en
honor al emperador César Augusto, varias de cuyas hazafias fueron llevadas a

cabo en dicho mes®*.

6.1.3. EIl Calendario Gregoriano

Con la llegada al poder del cristianismo en el Imperio Romano, y su posterior
hegemonia en Europa, el calendario Juliano se hizo de uso comtn. No obstante,
con sus 365,25 dias era ligeramente mas largo que el afo vernal equinoxial
(365,2422 dias). Aunque la diferencia no es muy grande (unos 0,0078 dias), es
un sesgo que se iba acumulando a lo largo de los afios.

Lo anterior ocasionaba que el inicio de la primavera se iba atrasando progresiva-
mente (cada vez llegaba en una fecha mds tardia). Para el siglo XVI, el retraso
era aproximadamente de 10 dias.

El problema estribaba en que varias fechas importantes del cristianismo habian
sido heredadas del calendario lunisolar judio, y muy particularmente la fecha de
la Pascua®. El cdlculo exacto de estas fechas era fundamental desde un punto de

%Los egipcios tenfan un calendario de 365 dias basado en la posicién relativa de la estrella
Sirio con respecto al Sol (estrictamente hablando, el calendario que usaban los egipcios no era
solar, pero se parecia bastante. Ver [Wikipedia, 2006e]).

“Ademds, no se podia permitir que el mes del emperador Augusto fuera mas corto que el
del emperador Julio, razén por la cual el mes de Agosto se alargé de 30 a 31 dias.

SEl Primer Concilio de Nicea del afio 325 de nuestra era determiné que, en general, el
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vista tanto teoldgico como préctico: Si las estaciones se desfasaban demasiado,
los productos agricolas utilizados para celebrar algunas fechas podian no estar
disponibles.

El Concilio de Trento de 1563 aprobé la bisqueda de un plan para solucionar este
problema. Eventualmente, el Papa Gregorio XlIl emitié la bula Inter gravissimas,
implementando parcialmente la solucién propuesta por el doctor Aloysius Lilius
([Wikipedia, 2006h]).

Esta solucién consistia en lo siguiente:

= Empezar a numerar los afios a partir del momento en que la tradicidn
colocaba el nacimiento de Jesds de Nazareth®.

= Reducir la longitud promedio del afio a 365,2425 dias. Esto se logré eli-
minando dias bisiestos: Para los afios de fin de siglo (por ejemplo, 1600,
1700, 1800, etc.) NO se usara la regla de divisién entre 4 sino la regla
de divisién entre 400. Por eso, los afios 1700, 1800 y 1900 son divisibles
entre cuatro pero NO fueron bisiestos, mientras que 1600 y 2000 si fueron
bisiestos.

» Para compensar por el retraso ya acumulado, se eliminaron dias de la
historia: Al jueves 4 de Octubre de 1582 le siguié el viernes 15 de Octubre.

Si bien el nuevo calendario Gregoriano solucionaba de manera permanente’
un viejo problema, no fue aceptado por unanimidad en todos los paises. Los
paises protestantes acusaron a Gregorio de ser el “anticristo”, fraguando una
conspiracién para que los buenos cristianos no adoraran a Dios en el dia correcto.
Por ejemplo, Inglaterra, Escocia y los Estados Unidos no se pasaron al nuevo
calendario hasta el afio 1752 (época en que el ajuste requerido era de 11 dias).

El caso de Rusia es muy particular: No aceptaron el calendario Gregoriano hasta
pasada la Revolucién de Octubre de 1917. No obstante, debido a la diferencia
de dias acumulada, la Revolucién de Obtubre en realidad sucedié en Noviembre.

Hoy en dia el calendario Gregoriano es utilizado uniformemente en todo el mundo
para facilitar el intercambio comercial. Sin embargo, muchos paises (por ejem-
plo China) mantienen internamente sus calendarios tradicionales para llevar el
registro del paso del tiempo.

domingo de resurreccidn es el primer domingo después de la primera luna llena posterior al
equinoccio de primavera. Por esa razén, durante la Semana Santa siempre disfrutaremos de
luna llena.

®Hoy se sabe que este afio estaba errado, pues Jestis de Nazareth debe haber nacido antes,
entre el afio 8 y el afio 2 antes de Cristo.

"En realidad, atin persiste una diferencia entre el afio Gregoriano y el afio vernal equinoxial.
Aunque pequeiia, llegard el momento en que serd necesario corregirla.
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6.2. Las diferentes escalas de tiempo

Hoy en dia es un hecho comin que para una determinada magnitud fisica,
tal como la longitud, existan diferentes unidades y escalas de medida (millas,
metros, yardas, pies, pulgadas, etc), cada una adaptada a un uso particular y
con una herencia histérica dada.

En este sentido, el tiempo es otra magnitud fisica mas, y las escalas para medirlo
han sufrido a lo largo de la historia una evolucién similar a la de, digamos, las
escalas de medicidn de longitud. Adicionalmente, las exigencias de la tecnologia
moderna hacen recomendable el desarrollo y mantenimiento de diferentes escalas
de tiempo, cada una adaptada a un determinado requerimiento.

A grandes rasgos, en el presente podemos dividir las escalas de tiempo en dos
familias: Las asociadas al movimiento de cuerpos celestes (incluyendo la rotacién
de la Tierra), y las basadas en la oscilacién de dtomos. En las siguientes secciones
describiremos diferentes escalas pertenecientes a ambas familias.

6.2.1. Tiempo Solar Verdadero

El Tiempo Solar Verdadero (también llamado Tiempo Solar Aparente) esta ba-
sado en la velocidad rotacional aparente de la Tierra con respecto al Sol. Un
reloj solar adecuadamente orientado serviria para marcar el paso de esta escala
de tiempo.

En este sentido, se puede definir un dia solar como dos pasos sucesivos del
Sol por encima del meridiano en donde se hace la medicién®. Evidentemente,
este es un tiempo de naturaleza local, pues solamente es vélido en ese lugar
(mds especificamente, en aquellos puntos que se encuentren sobre el mismo
meridiano).

El tiempo solar verdadero asi definido presenta importantes problemas porque
no es una escala de tiempo uniforme. Esto se debe a que la duracién del dia
solar verdadero varia seglin las estaciones, es decir, el intervalo de tiempo entre
un mediodia y el siguiente varia a lo largo del afo. Las diferencias en duracién
pueden llegar a ser de hasta 16 minutos.

Esta variacién es debida principalmente a dos razones, que se combinan entre
si:

®De hecho, aqui se originan las expresiones “ante meridiem” (A.M. - antes del meridiano)
y “post meridiem” (P.M. - luego del meridiano), refiriéndose ambas al momento en que el Sol
pasa justamente por el meridiano local (mediodia).
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n FExcentricidad de la drbita terrestre.

» Inclinacidon entre el ecuador celeste y la ecliptica.

Excentricidad de la drbita terrestre

El planeta Tierra, debido a que tiene una 6rbita eliptica alrededor del Sol, no
posee una velocidad de traslacién constante. De acuerdo con la segunda ley
de Kepler del movimiento celeste, los cuerpos del sistema solar se mueven mas
rdpido mientras mas cerca se encuentren del Sol.

Por esta razén, el movimiento aparente del Sol con respecto a las estrellas fijas
es mds veloz durante el perigeo que durante el apogeo. Esto ocasiona que los
dias solares (entendidos como periodo de una vuelta completa con respecto al
Sol) son mds cortos durante el mes de Julio y mds largos durante el mes de
Enero (cuando la Tierra se encuentra en el perihelio).

Para ver esto mds claramente piense que, cuando el Sol se "mueve” mds rdpido,
el movimiento de rotacién de la Tierra “tarda mas” en alcanzarlo. En la figura
6.1 se esquematiza este efecto.

Desplazamiento Desplazamiento
en perihelio en afelio

Sol Sol

Figura 6.1: Efecto de la excentricidad de la drbita terrestre

La afirmacién anterior puede causarle confusién, pues si Usted vive en el hemis-
ferio norte sabe por experiencia que durante Julio (verano) los dias son “mds
largos”. Lo importante es que recuerde que al decir “'dias solares” nos referimos
al periodo entre dos pasos sucesivos del Sol por el meridiano local (aproxima-
damente 24 horas), y no al periodo de luz.
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Note también que esta variacién de velocidad tiene un maximo y un minimo a
lo largo del afio.

Inclinacién entre el ecuador celeste y la ecliptica

Cuando la posicién del Sol en la ecliptica estd cerca de alguno de los solsticios,
el vector velocidad se encuentra bastante bien alineado con el ecuador celeste:
Por esto, la velocidad aparente del Sol en el cielo es mayor, puesto que entonces
se suma mejor al movimiento de rotacién de la Tierra. Por otra parte, cerca de
los equinoccios hay una inclinacién de 23° 27', lo que reduce la componente
a lo largo del ecuador. Por lo tanto, en este caso parece que se mueve mds
lentamente cuando se compara con la velocidad en los solsticios. Véase la figura
6.2 para una ilustracién sobre este efecto.

Ecliptica ;
Ecuador Ecuador
sy, ey —
Eelfptica Componente Componente
horizontal horizontal
EQUINOCCIO SOLSTICIO

Figura 6.2: Efecto de la inclinacién de la rbita terrestre

Esto tiene como consecuencia que a comienzos del invierno y el verano los
dias son mds largos, y mds cortos a principios de la primavera y el otofio. Esta
variacién de velocidad tiene dos maximos y dos minimos a lo largo del afo.

Ambos efectos (excentricidad e inclinacién de la ecliptica) también son respon-
sables de que los dias en que el Sol sale (o se pone) mas temprano (o mas tarde)
no correspondan con los respectivos solsticios.

6.2.2. Tiempo Solar Medio

Dado que el tiempo solar verdadero presenta tan importantes variaciones, fue
entonces necesario definir el Tiempo Solar Medio (también llamado Sol Medio).

El Sol Medio asume que el Sol se mueve a velocidad constante por el cie-
lo siguiendo el ecuador terrestre y su duracidén es la del dia solar durante los
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equinoccios.

La diferencia entre el Tiempo Solar Verdadero y el Tiempo Solar Medio viene
dada por las razones explicadas anteriormente y su combinacién produce dos
maximos y dos minimos durante el afo:

Aprox. 11 de Febrero: Unos -14" 16"

Aprox. 14 de Mayo: Unos +3" 40"

Aprox. 26 de Julio: Unos -6’ 31"

Aprox. 3 de Noviembre: Unos 416" 28"

Esta diferencia es llamada la ecuacion del tiempo, y en la figura 6.3 se presenta
una grafica que la representa para el ano 2005, calculada gracias a las utili-
dades proporcionadas en [l.E.S Gaviota, 2006]. Note que en dicha figura se ha
graficado Tiempo Solar Medio - Tiempo Solar Verdadero.

ECUACISN DEL TIEMPO PARA EL ANO 2005
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Figura 6.3: Ecuacién del tiempo para el afio 2005

Este adelanto y atraso de la posicién del Sol en el cielo, combinado con su au-
mento y disminucién de elevacién sobre el horizonte a lo largo de las estaciones,

Hora solar media — hora solar verdadera
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genera una curiosa forma llamada Analema , que representa la posicién del Sol
graficada cada dia a la misma hora y desde la misma posicién.

La figura 6.4 muestra un analema. Nétese que tiene forma de ocho donde el
punto mas alto corresponde al solsticio de verano, y el inferior al solsticio de
invierno.

Figura 6.4: Analema. (Fuente: Wikipedia)

El Sol Medio es fundamental para la definicién del llamado Afio Vernal Equinoc-
cial, que es el intervalo entre dos pasos sucesivos del Sol Medio por el equinoccio
vernal, y que dura 365,2424 dias SI. Este concepto a su vez es importante para
la elaboracién de los calendarios basados en el Sol.

6.2.3. Greenwich Mean Time

El Greenwich Mean Time (GMT) es una escala de tiempo basada en el pa-
so del Sol Medio por el meridiano de Greenwich (especificamente por el viejo
Observatorio Real de Greenwich, que es el punto de referencia).

Este tiempo estd obsoleto pues en 1928 la Unidén Astronémica Internacional
introdujo el Universal Time (UT) para reemplazarlo.

6.2.4. Tiempo Universal

Como se mencioné previamente el UT fue introducido en 1928, reemplazando al
GMT. La razén principal para ello fue que el GMT estaba basado en la medicién
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de la posicién del Sol, y hay problemas asociados a la medicién precisa de la
posicién del astro rey.

En cambio, el UT se basa en la medicién de la posicidn de referencias astronémi-
cas diferentes al Sol (tales como cudsares), lo que conlleva mayor precision.

A pesar de su mayor precisién el UT sigue siendo una escala de tiempo no
uniforme, pues en el fondo se basa en la medicién del periodo de rotacién del
planeta y éste presenta anomalias. De hecho, en 1956 el Comité Internacional
de Pesos y Medidas decidié que la definicién del segundo se haria en funcién
del periodo de revolucién de la Tierra para una época dada, y asi el segundo de
efemérides fue definido como:

La fraccion 1/31 556 925,9747 del afio tropical medio para el 1ro. de Enero de
1900 a las 12 horas.

Debido a la existencia de las mencionadas anomalias, existen varios tipos de
UT:

» UTO: Es el Tiempo Universal definido mediante observaciones de puntos
de referencia astronémicos. Inicialmente era medido mediante relojes de
péndulo, pero conforme la tecnologia de los relojes fue avanzando, se
notd la existencia de errores.

s UT1: Cuando a UTO se le aplican las correcciones debidas al movimiento
de los polos (efecto Chandler y otros) obtenemos UT1. Esta escala es la
mds ampliamente utilizada por los astrénomos y a menudo el término UT
se refiere a ella.

s UT2: Debido a que la velocidad de rotaciéon de la Tierra no es constante,
UT1 presenta variaciones estacionales relacionadas, entre otras cosas, a
las mareas y el intercambio de energia entre la Tierra y la atmdsfera. Al
aplicar las correcciones debidas a las variaciones mas fuertes y regulares
(del orden de 3 milisegundos por dia), obtenemos UT2. Esta escala, la més
precisa para el Tiempo Universal, sigue siendo irregular y por ello ha caido
en desuso después de la aparicidn de nuevos métodos no astrondmicos para
la medicién del tiempo.

6.2.5. Temps Atomique International

Dado que las escalas de tiempo anteriores no eran suficientemente regulares,
se desarrollaron relojes cada vez mds precisos que permitieron desligarse de la
rotacién de la Tierra como patrén que definia el tiempo. Estas investigaciones
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desembocaron en el reloj atémico, que marca el tiempo examinando el compor-
tamiento de los dtomos de un material dado, y por tanto la escala de tiempo
asi construida no depende (o depende muy poco) de factores externos.

Desde mediados de 1950 se empezaron a desarrollar relojes atémicos suficien-
temente precisos y por ello la 13ra. Conferencia General de Pesos y Medidas
celebrada en el afio 1967 pudo definir el segundo del Sistema Internacional
como:

La duracion de 9 192 631 770 periodos de la onda de la radiacion emitida
por el dtomo de Cesio 133 cuando se realiza la transicién entre los dos niveles
hiperfinos del estado fundamental del atomo.

En funcién de esta definicién, la Bureau International des Poids et Mesures
(BIPM) (Oficina Internacional de Pesos y Medidas), localizada en Paris, Fran-
cia, coordina y promedia los datos provenientes de un gran nimero de relojes
atémicos alrededor del globo para generar una escala de tiempo uniforme lla-
mada Temps Atomique International (TAI) (Tiempo Atémico Internacional).

El objetivo del TAI es llevar a la realidad la definicién del segundo Sl de la
manera mas fiel posible. Como tal, sirve de referencia para la construccidn
de otras escalas con usos mdas especificos, y por ello su existencia no es muy
conocida por el ptblico en general.

Actualmente el TAI tiene una exactitud en relacién al segundo Sl de aproxima-
damente +/—2-107! (en 1990). Adicionalmente es importante mencionar que
de acuerdo a la Teoria General de la Relatividad el tiempo depende del potencial
gravitatorio (altitud) y de la velocidad del reloj, por lo cual estos efectos deben
tomarse en cuenta. Por ello el TAI considera que el reloj se encuentra a nivel
del mar y rota con la Tierra.

6.2.6. Tiempo Universal Coordinado

El Universal Time Coordinated (UTC) es una escala de tiempo atémica inter-
nacional ampliamente utilizada en el dmbito civil. De hecho, hoy en dia practi-
camente todos los paises del mundo definen sus horas locales en funcién de
UTC?, afiadiendo o restando un niimero entero de horas segtin convenga a su
localizacién geografica.

En cierta forma, UTC puede verse como la manera de reconciliar el tiempo
atémico (TAI) con el tiempo dado por la rotacién de la Tierra (Tiempo Universal
#1 - UTL).

°En algunos entornos, particularmente el militar, UTC es llamado “Zulu time”.
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UTC tiene la misma frecuencia del TAI pero cada cierto tiempo se le afiaden
(o sustraen) segundos extras (llamados “leap seconds”) para mantenerlo sin-
cronizado dentro de +/- 0,9 s de UT1. De esta manera, se obtiene la exactitud
del tiempo atémico sin divorciarse completamente del fenédmeno de la rotacién
terrestre.

Los “leap seconds’ empezaron a usarse el 30 de Junio de 197210, y habitual-

mente se introducen al final del dltimo minuto del dltimo dia de diciembre o del
altimo dia de junio, si hace falta. Hasta el momento!! se han introducido 33 s
(todos ellos de retraso), por lo que se cumple la siguiente relacién:

TAlI - UTC =33 s

El dltimo ‘leap second” se afiadié el 31/Dic/2005. Esto quiere decir que a las
23h 59m 59s, siguid las 23h 59m 60s, y luego las Oh Om Os del 01/Ene/2006. A
partir de ese momento, la relacién entre TAl y UTC est la que se presenta arriba.
Ya se ha decidido'® que NO se agregard un nuevo ‘“leap second’ el préximo
Diciembre del 2006.

La decision de agregar o no los “leap seconds” depende del IERS, que es la
institucién encargada de proporcionar los pardmetros asociados a la orientacién
y rotacién de la Tierra.

6.2.7. Tiempo GPS

También llamado GPS Time (GPST), el tiempo GPS es el utilizado como re-
ferencia para las aplicaciones relacionadas con el sistema de posicionamiento
global por satélite del Departamento de Defensa de los EE.UU.

El GPST es un tiempo de naturaleza atémica que no es alterado por “leap
seconds”. Toma como época de origen las 00:00 UTC de la noche del 5 al 6
de enero de 1980. Dado que para esa fecha se habian introducido 19 “leap
seconds”, la siguiente expresion es valida:

TAl - GPST =19 s

Un concepto adicional importante es la llamada semana GPS. Esta empieza
la noche del sdbado al domingo, de modo tal que el 17 de marzo del 2004
correspondié a la semana GPS 1262. Las semanas GPS tienen un ciclo de 1024,

OPreviamente se utilizaba un sistema que buscaba mantener UTC sincronizado con el
promedio de UT2 del afio previo, introduciendo midltiplos de 100 milisegundos (aproxi-
madamente). Puede ver una relacién de los “leap seconds” introducidos hasta ahora en
http://hpiers.obspm.fr/eop-pc/earthor/utc/UTC-offsets_tab.html

1 Esta seccién fue revisada por tltima vez en septiembre del 2006.

12Pyede consultar el boletin en http://hpiers.obspm.fr/eoppc/bul/bulc/bulletinc.32
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y el primer ciclo se alcanzé en la noche del 21 al 22 de Agosto de 1999, llamado
“"GPS Week Rollover".

6.2.8. Tiempo Loran-C

El término LORAN, que significa “Long Range Navigation” (Navegacién de
Largo Alcance), corresponde a una cadena de transmisores de radiofrecuencia
de amplio alcance que permiten conocer con cierta precisién (aproximadamente
0,25 NM) la posicién de un receptor sobre la superficie terrestre.

Los transmisores pertenecientes a dicha cadena (o “chain”, en inglés) poseen
relojes atémicos que estan sincronizados entre si. Estos relojes no son alterados
por “leap seconds”, lo que hace que se separe progresivamente de UTC.

La época de inicio de los relojes atémicos del sistema Loran-C fue las Oh del
01/Ene/1958.



Capitulo 7

Cartografia Aeronautica

7.1. Introduccidén

La navegaciodn, ya sea por tierra, mar o aire, estd intimamente ligada a la utili-
zacion de mapas o cartas, prefiriéndose este dltimo vocablo en navegacién. Las
cartas se definen como las representaciones, sobre un plano y a tamafio reduci-
do, de la superficie terrestre y ciertas caracteristicas asociadas a la misma (p.e.
altura, instalaciones, caminos, etc.).

El gran problema asociado a la construccién y utilizacién de cartas es que la
superficie de la Tierra no puede representarse con fidelidad en ninguna carta.
Esto se debe a que una esfera no es una superficie desarrollable, es decir, no
es posible convertirla a un plano sin generar distorsiones. Es el mismo problema
que enfrentariamos si intentdramos convertir la cidscara de una naranja en un
plano sin alterarla.

Por contraste, superficies que si son desarrollables son los cilindros y los conos.
En ambos casos, basta con cortar dichas superficies por un lugar conveniente y
seguidamente las podemos estirar sin deformarlas y convertirlas en planos.

Por esta razén, la practica comin al construir una carta consiste en proyectar
la superficie de la Tierra sobre una de estas tres superficies (plano, cono o cilin-
dro). Dicha proyeccidn consiste en escoger un conjunto de reglas geométricas y
aplicarlas sistemdticamente a toda la superficie que se interesa proyectar?.

Entonces, como las cartas de navegacién en realidad son proyecciones de la
superficie terrestre, es conveniente estudiar primero las caracteristicas de las
proyecciones para entender luego las de las cartas.

!La importancia de las proyecciones en la construccién de las cartas se refleja en el nombre
comun que le damos a éstas: “mapas’. Matemdticamente, un “mapa” es una relacién de uno
a uno entre un conjunto (en este caso, la superficie terrestre) y otro conjunto (la superficie de
proyeccién).
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7.2. Propiedades de las proyecciones

Existe un gran numero de tipos diferentes de proyecciones segiin el conjunto de
reglas que se escojan para hacerla (por ejemplo: punto de origen, tipo de super-
ficie de proyeccidn, posicién de la superficie, etc.). Cada uno de estos conjuntos
de reglas introduce diferentes tipos de distorsiones, que son inevitables, y en
base a éstas se puede a su vez definir diferentes propiedades de la proyeccidn.

La razén de que existan tantos tipos de proyecciones diferentes es que estas
propiedades las hacen adecuadas para un uso u otro, segin lo que se desee.
En las siguientes secciones estudiaremos las propiedades mdas importantes que
pueden tener las proyecciones, y por ende, las cartas hechas con ellas.

7.2.1. Conformidad

La conformidad es una de las propiedades mds importantes que se buscan en una
carta aerondutica. Un mapa conforme es aquél que preserva los dngulos (y por
tanto, las formas) a nivel local. Esto significa que las formas de caracteristicas
tales como deltas, rios, etc. son reconocibles, pues la distorsién que sufren no
es grande.

Otra caracteristica de las proyecciones conformes es que, en los alrededores de
un punto dado, la escala es la misma en todas direcciones?, pero esto NO
significa que la escala sea la misma en toda la carta.

La tercera gran caracteristica asociada a la propiedad de conformidad es que las
lineas de la graticula® proyectada (es decir, meridianos y paralelos) son perpen-
diculares entre si. Tenga muy en cuenta que esto no implica que dichas lineas
sean rectas.

7.2.2. Equivalencia

Una proyeccién es equivalente o autdlica si mantiene las proporciones entre las
areas representadas. Esto quiere decir que si un pais dado A tiene el doble del
area que un pais B, en una proyeccién equivalente dicha proporcién se mantiene.

Por ejemplo, en las Figuras 7.1 y 7.2 (tomadas de [Furuti, C. A., 2006]) se repre-
sentan los tamafios relativos entre el continente africano y la isla de Groenlandia

2Si se piensa un poco sobre el asunto, se llega a la conclusién de que esto es una conse-
cuencia necesaria del hecho de que se mantengan las formas.

3La graticula es la red que forman las lineas del sistema de coordenadas esféricas latitud-
longitud.
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al utilizar una proyeccién equivalente (Mollweide) y otra que no lo es (Mercator).

Furuti CA. "www.progancs com/furut

Figura 7.1: Proyeccién Mercator (no equivalente): Africa vs. Groenlandia

Furuti GA “wear progonzs

Figura 7.2: Proyeccién Mollweide (equivalente): Africa vs. Groenlandia

Las proyecciones equivalentes o autdlicas son de escasa utilidad para la navega-
cién, pero por otra parte son muy utiles cuando se quiere presentar informacién
que ha de compararse a simple vista, como poblacién, produccién industrial,
etc., o para elaborar atlas escolares.

7.2.3. Equidistancia

Se dice que una proyeccién es equidistante cuando posee un conjunto bien
definido y completo de lineas a lo largo de las cuales la escala se mantiene
constante.

Al indicar que posee un conjunto bien definido y completo de lineas, nos referi-
mos al hecho de que muchas proyecciones tienen unas pocas lineas a lo largo de
las cuales la escala se mantiene constante (a menudo llamadas lineas autome-
coicas. No obstante, en las cartas equidistantes el nimero de lineas que tienen
esta propiedad es mucho mds grande.

Por ejemplo, es posible crear una carta con una proyeccién equidistante que
esté centrada en una ciudad dada A, y entonces se podria calcular con exactitud
la distancia entre tal ciudad A y cualquier otra ciudad que se represente en la
carta.
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Las cartas equidistantes a menudo distorsionan mucho los angulos y areas, y
por ello tienen una utilidad limitada. Sin embargo es posible obtener pocas
distorsiones si el drea representada es pequeia.

7.2.4. Direccidon

Otra propiedad importante de las proyecciones es la referida a si distorsionan,
y de qué manera, las direcciones. Por ejemplo, una proyecciéon que muestra de
forma correcta todas las direcciones desde su centro a cualquier otro punto de
la carta se llama azimutal.

Hay al menos dos maneras diferentes de entender la direccién: En funcién del
circulo maximo y en funcién del rumbo, y ambas maneras definen lineas muy
importantes:

Lineas Ortodromicas

Una linea ortodrémica (también llamada linea geodésica) es aquella que se traza
siguiendo el arco de un circulo maximo.

Algunos tipos de proyecciones, tales como la gnomdnica, convierten las or-
todrémicas en lineas rectas. Esta es una propiedad deseable para la navegacion,
siempre que las demds distorsiones generadas no sean muy grandes.

En las Figuras 7.3 y 7.4 se presentan una linea ortodrémica y su correspondiente

proyeccién gnomdnica®.

Lineas Loxodromicas

Por contraste, las lineas loxodrémicas o “lineas de rumbo” son aquellas que
se trazan si se sigue un rumbo constante sobre la superficie terrestre. Dada
su definicidén estas lineas tienen la caracteristica de que siempre cruzan a los
meridianos y paralelos con dngulos constantes.

Seguir una loxédroma es muy cémodo para el navegante, pues esencialmente lo
que hay que hacer es mantener un rumbo fijo en la brdjula (compensando por
la declinacién magnética, por supuesto), y por ello seria deseable que una carta
representara las lineas loxédromas como rectas. Sin embargo, no debe olvidarse
que desde el punto de vista de economia en distancia lo mejor es seguir una
linea ortodrémica.

*Tomadas de [Polkin, J. C., 1997].
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Polking J.C. "math.rice.edu/~polking/cartography”

Figura 7.4: Proyeccién Gnomédnica de una linea ortodrémica
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Las diferencias entre loxédromas y ortédromas son pequefas cerca del ecua-
dor y grandes en los polos, dado que la primera traza una espiral infinita
sin terminar de llegar al polo, como se muestra en la Figura 7.5 (tomada de

[Polkin, J. C., 1997]).

Polking J.C. "math.rice edu/-polking'cartography”
Figura 7.5: Linea Loxodrémica

En la Figura 7.6 (tomada de [Adsuar, 2002]) se trazan sobre un globo terrdqueo
ambas lineas para poder apreciar mejor la diferencia.

L AT

Adsuar J.C. "Navegacién Aérea"
Figura 7.6: Lineas Loxodrémicas y Ortodrémicas sobre el globo terraqueo

Como se menciond, algunas proyecciones (tales como la Mercator) representan
las lineas loxodrémicas como rectas, mientras que en las proyecciones gnoméni-
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cas son las lineas ortodrémicas las que tienen esta propiedad. El preferir una u
otra dependera de la aplicacion que recibirad la carta.

Para finalizar esta seccidn, es importante resaltar como el angulo de corte entre
una loxédroma dada y los meridianos es siempre el mismo, ya sea que la graticula
esté o no deformada.

7.3. Clasificacion de las proyecciones

Dada la gran cantidad de proyecciones diferentes, su clasificaciéon es una ta-
rea compleja. Las proyecciones pueden dividirse seglin diversos criterios, y los
principales se presentan a continuacién.

7.3.1. Tipo de superficie de proyeccién

La proyeccién debe realizarse directamente sobre un plano o sobre una superficie
desarrollable, por lo se tienen entonces tres posibilidades basicas en total: Sobre
planos, sobre cilindros y sobre conos, como se muestra en las Figuras 7.7, 7.8 y
7.9.

Funtl C.5 s, [T B - oo

Figura 7.7: Proyeccién plana

7.3.2. Orientacion de la superficie de proyeccion

Asi como la superficie de proyeccidn es un parametro importante, también lo es
la orientacién de dicha superficie con respecto al plano formado por el ecuador.
En funcién de este criterio existen tres orientaciones principales:

= Proyecciones Normales: Cuando el eje de la superficie de proyeccién es
normal (perpendicular) al plano del ecuador. En el caso de los planos, se
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Figura 7.8: Proyeccién cilindrica

#
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Figura 7.9: Proyeccién cdnica

toma como eje una recta perpendicular al mismo.

= Proyecciones Transversas (o transversales): En este caso el eje de la
superficie de proyeccion es paralelo al plano del ecuador.

= Proyecciones Oblicuas: Cuando no se cumplen ninguno de los dos cri-
terios anteriores.

Si combinamos las proyecciones segiin el tipo de superficie y su orientacién
obtendremos las posibilidades mostradas en las Figuras 7.10 a 7.18 °.

Note que la orientacién en cierta manera indica en donde se tocan (si lo hacen)
la superficie de proyeccidn y la superficie terrestre. De este modo tenemos que la
proyeccién plana (también llamada azimutal) normal es también una proyeccién
polar (es decir, la Tierra y la superficie de proyeccién se tocan en un polo);
en cambio una proyeccién cilindrica normal es ecuatorial, mientras que una
proyeccién cilindrica transversal es meridiana.

®Con imagenes tomadas de [Furuti, C. A., 2006].
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Funati A wﬁm«mﬁmﬂww

Figura 7.10: Proyeccién Plana-Normal

Funull G.8 ‘Awmimmi!mut:'

Figura 7.11: Proyeccién Plana-Transversa

Furgll CA e, pdm&:ditﬁ'mﬂ'urm

Figura 7.12: Proyeccién Plana-Oblicua

Funl G A “ww progonas com At

Figura 7.13: Proyeccién Cilindrica-Normal
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Figura 7.14: Proyeccién Cilindrica-Transversa

Funull G5 sl progonos. com i

Figura 7.15: Proyeccién Cilindrica-Oblicua

Figura 7.16: Proyeccién Cénica-Normal

Surull .5 P, proganos. com L ﬁ}{"
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Figura 7.17: Proyeccién Cénica-Transversa
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Figura 7.18: Proyeccién Cénica-Oblicua

7.3.3. Posicion de la superficie de proyeccion

Hasta ahora se han visto ejemplos en que la superficie de proyeccién y la super-
ficie proyectada (la terrestre) se tocaban en un dnico punto, lo que implicaba
que se hablaba de proyecciénes tangentes.

No obstante, un gran nimero de proyecciones muy utiles “cortan” a la Tierra
en varios puntos, estando entonces ante la presencia de proyecciones secantes.

En las Figuras 7.19 y 7.20 se compara una proyeccién cilindrica ecuatorial tan-
gente con una cilindrica ecuatorial secante.

Figura 7.19: Proyeccién Cilindrica Ecuatorial Tangente

Es muy importante notar que en las proyecciones secantes hay al menos dos
circulos de la esfera (los de interseccién) en donde la deformacién es cero. Si
la proyeccién es normal, dichos circulos corresponderan a paralelos, y como ya
se comento tales paralelos seran paralelos automecoicos.

Estas caracteristicas son particularmente notables en las proyecciones cénicas.
La Figura 7.21 (tomada de [Adsuar, 2002]) presenta dos proyecciones cdnicas
normales en sus formas tangente y secante, poseyendo uno y dos paralelos
automecoicos, respectivamente.
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Figura 7.20: Proyeccién Cilindrica Ecuatorial Secante

Adsuar J.C. "Navegacion Aérea”

Figura 7.21: Proyecciones cénicas tangentes y secantes
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La proyeccidon cénica normal secante posee ciertas propiedades que la hacen
particularmente (til para la navegacién aérea. Por ello, la OACI la ha elegido
como la proyeccién preferida de varios tipos importantes de cartas aeronauticas.

7.3.4. Posicion del punto de proyeccion

Finalmente, a menudo las lineas de proyeccién que se utilizan para construir
las proyecciones parten de un punto comin®. Cuando esto es asi, genera otra
manera muy comun de clasificar las proyecciones:

= Proyecciones Gnomédnicas: El punto de origen de la proyeccidon es el
centro de la Tierra.

= Proyecciones Estereograficas: En estos casos, el origen estd colocado
en un punto de la superficie terrestre diametralmente opuesto al punto de
tangencia del plano de proyeccién.

= Proyecciones Escenogréficas: El punto de origen estd situado fuera de
la Tierra, a una distancia finita.

= Proyecciones Ortograficas: Son las proyecciones en donde el origen
estd situado fuera de la Tierra a una distancia infinita, por lo que las
lineas de proyeccién son paralelas entre si.

La Figura 7.22 ilustra las diferentes posiciones del punto para proyecciones pla-
nas:

7.4. Las cartas OACI

La Organizacion de Aviacién Civil Internacional (OACI), en su Anexo 4 - Cartas
Aeronduticas, ha publicado una serie de normas y métodos recomendados para
la elaboracién de las mismas. Adicionalmente, y como complemento y ayuda
para la puesta en practica de estas normas, también proporciona el Manual de
Cartas Aerdnauticas.

Segiin la OACI, el disefio de las cartas aeronduticas debe tomar en cuenta una
serie de factores, entre los cuales se pueden mencionar:

» Debe utilizarse una proyeccién comdn.

6Sin embargo, es importante aclarar que esto no sucede con todas las cartas. La proyeccién
ortografica es un ejemplo de una proyeccién cuyas lineas no parten de un punto comdn.
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Escenogréfica

!

Ortogréfica | Ortogréfica

Plano de Proyeccion

Figura 7.22: Posiciones del punto de proyeccién (sobre un plano)

» Las escalas utilizadas deben tener valores facilmente comprensibles.

m Debe facilitarse la transicién de una carta a otra durante el vuelo median-
te una adecuada seleccién de alturas, construcciones u otra informacién
relativa al terreno.

m Deberian publicarse simultdaneamente las cartas que tienen conexién entre
si, ya sean cartas nuevas o sus revisiones.

7.4.1. Cartas OACI obligatorias

El Anexo 4 exige que cada pais garantice la disponibilidad de seis (6) tipos
diferentes de cartas aeronduticas que se consideran obligatorias:

1. Plano de obstdculos de aerédromo - OACI, Tipo A: Para aquellos aerddro-
mos donde hay obstdculos destacados en el drea de la trayectoria de des-

pegue.

2. Carta topogrdfica para aproximaciones de precision - OACI: Para todos
los aerédromos con pistas de aproximacién de precisién de Categorias |l
y I
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3. Carta de navegacion en ruta - OACI: Para todas las zonas donde se hayan
establecido regiones de informacién de vuelo (FIR).

4. Carta de aproximacion por instrumentos - OACI: Para aquellos aerédromos
donde se hayan establecido procedimientos de aproximacién instrumenta-
les.

5. Plano de Aerédromo/Helipuerto - OACI: Necesario para todos aquellos
aerédromos/helipuertos regularmente utilizados por la aviacién civil inter-
nacional.

6. Carta aerondutica mundial - OACI, 1:1 000 000: Publicada de acuerdo a
lo indicado en el Apéndice 5 del Anexo 4.

7.4.2. Cartas OACI condicionales

Adicionalmente a las anteriores, existen cinco cartas de publicacién condicional,
lo que significa que han de presentarse determinadas circunstancias para su
publicacién:

1. Plano de obsticulos de aerédromo - OACI, Tipo C:. Necesario sélo si
en el AIP NO se publican los datos sobre obstdculos que requieren los
explotadores para generar sus procedimientos.

2. Carta de drea - OACI: Requerida si las rutas o los requisitos de notificacién
de posicién son complicados y no pueden indicarse adecuadamente en la
carta habitual para ello (Carta de navegacion en ruta - OACI).

3. Carta de salida normalizada - vuelo por instrumentos - OACI: Llamadas
cartas SID, se publican cuando existe una salida normalizada de este tipo
y no se pueda indicar con la claridad suficiente en la Carta de drea - OACI.

4. Carta de llegada normalizada - vuelo por instrumentos - OACI: Estas son
las cartas STAR y se publican cuando existe una llegada normalizada y no
se pueda indicar con la claridad suficiente en la respectiva Carta de drea

- OACI.

5. Carta de aproximacion visual - OACI: Necesaria para aquellos aerédromos
en los que se cumple al menos una de las siguientes condiciones:

= Sélo existen instalaciones y servicios de navegacién limitados.
= No existen servicios de radiocomunicaciones.
= No existen cartas a escala 1:500 000 del aerédromo y sus alrededores.

= Se han establecido procedimientos de aproximacién visual.
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7.4.3. Cartas OACI opcionales

Finalmente, existen otras seis cartas denominadas opcionales porque la OACI
delega a las autoridades de cada pais la decisidn sobre su publicacién si consi-
deran que estas cartas contribuirdn a la seguridad, regularidad y eficiencia de
las operaciones aéreas.

Tales cartas opcionales son:

1. Plano de obstaculos de aerédromo - OACI, Tipo B: Se publica como ayuda
para determinar las alturas criticas en algin procedimiento.

2. Plano de aerédromo para movimientos en tierra - OACI: Se publica sélo
cuando en el Plano de Aerédromo/Helipuerto - OACI no puede indicarse
con suficiente claridad los datos necesarios para el movimiento de aero-
naves en las calles de rodaje.

3. Plano de estacionamiento y atraque de aeronaves - OACI: Publicado cuan-
do, por la complejidad del terminal aéreo, no puede senalarse en el Plano
de Aerédromo/Helipuero - OACI ni en el Plano de aerédromo para movi-
mientos en tierra - OACI suficiente informacién con respecto al estacio-
namiento de las aeronaves.

4. Carta aerondutica - OACI 1:500 000: Cuando los requisitos para la na-
vegacion visual indiquen que puede sustituir o complementar a la Carta
aerondutica mundial - OACI, 1:1 000 000.

5. Carta de navegacion aerondutica - OACI, escala pequena: Igual que la
anterior.

6. Carta de posicion - OACI: Son cartas utiles para mantener un registro
continuo de la posicién de una aeronave en vuelo sobre zonas ocednicas
0 escasamente pobladas.

7.4.4. La carta OACI 1:500 000

Esta carta estd basada en la llamada proyeccion cénica conforme de Lam-
bert, que es una proyeccién cénica normal secante. Es ampliamente utilizada
para la navegacién aérea visual’, considerandose una de las cartas bdsicas por
proporcionar informacién visual a una escala adecuada.

A continuacién se resumen las propiedades mds importantes de este tipo de
carta:

"Recuerde que la navegacién aérea visual implica baja velocidad, corto o medio alcance y
baja o media cota.
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Es conforme.

Los paralelos son arcos de circulo concéntricos, casi equiespaciados.

Las lineas de graticula se cortan perpendicularmente entre si.

Es practicamente equidistante.

Las lineas ortodrémicas se representan aproximadamente como lineas rec-
tas.

La OACI recomienda que esta proyeccidn se utilice entre el ecuador y los 80° de
latitud, en bandas de 2° de latitud. Los paralelos automecoicos de cada banda
se situarian 40" al sur del paralelo norte y 40" al norte del paralelo sur, pero esto
varia segln la carta. Por ejemplo, la carta correspondiente a Barcelona, Espana
(2319-B) usa como paralelos automecoicos 37°10'41"N y 42°49'18" N.

Asimismo, los meridianos deberian indicarse a intervalos de 30', con marcas de
graduacién a intervalos de 1', tanto para los paralelos como para los meridianos.
Los intervalos de 10’ se marcaran de manera distintiva.

La denominacién de esta carta se hard (cuando sea aplicable) en funcién del
nimero de referencia de la Carta aerondutica mundial - OACI 1:1 000 000
correspondiente, agregandosele una letra que indique a qué cuadrante de la
carta mundial corresponde:

= A - Noroeste
» B - Nordeste

C - Sudeste

D - Sudoeste

Para la carta de ejemplo mencionado arriba (Barcelona, Espafia 2319-B), 2319
se refiere a la carta mundial, y la letra B indica el cuadrante nordeste.

Dada su funcidn, esta carta tiene que incluir datos topogréficos que tengan
importancia para la navegacién visual, asi como: Declinacién magnética, espa-
cios dereos, obstdculos, aérodromos y aeropuertos, radioayudas, edificaciones,
rios y lagos, autopistas, carreteras, lineas férreas, puntos de referencia (puentes,
ruinas, diques, faros, lineas de alta tensidn, etc), fronteras, etc.
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Apéndice A

Vectores y Matrices

El objetivo de esta seccidn es repasar los conceptos mds basicos sobre el dlgebra
con vectores y matrices.

A.1. Definiciones basicas

Vectores: Se define un vector como un arreglo lineal de elementos:

V =la1as...an) (A1)

El vector V en (A.1) tiene n elementos?, diciéndose entonces que es un vector
n-dimensional. Asimismo, dado que los elementos estdn arreglados en una sola
fila, este tipo de vector es llamado también vector fila.

Cuando se utiliza una herramienta de cilculo numérico como Matlab u Octave,
lo habitual es definir un vector fila introduciendo sus elementos entre corchetes:

>V=1[4 9.3 10.1 -3.3]

Por otra parte, es posible que los elementos de un vector dado estén arreglados
en forma de una tnica columna, de la siguiente manera:

ai

W= af (A.2)

Qn

!Los elementos de un vector pueden ser niimeros reales, ndmeros complejos, funciones u
operadores.
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El vector W es entonces un vector columna n-dimensional.

En Matlab u Octave, este tipo de vectores se definiria de la siguiente manera:

> W=1[2.0; 7.3; -8.1; 0.3]

Matrices: Se define una matriz como un arreglo rectangular de elementos:

a1l a2 ... Qim
asr a2 ... Q9m

A= T T . (A3)
anpl aAn2 ... Qapm

La matriz A en (A.3) tiene n filas y m columnas, diciéndose entonces que es
una matriz nxm. Los elementos a;; (donde i denota la fila y j la columna)
pueden ser nimeros reales, niimeros complejos, funciones u operadores.

Puede verse con facilidad que la matriz A puede descomponerse en n vectores
filas o en m vectores columnas.

Para introducir una matriz en Matlab u Octave, es necesario hacer algo seme-
jante a lo que se hizo para los vectores:

>A=[ 2 3 4, 0 7 8, -8 -4 3; 7 9-31]

En este ejemplo, la matriz A posee 4 filas y 3 columnas. El elemento age = —4.

Igualdad de matrices: Dos matrices A y B seran iguales si y sélo si tienen
las mismas dimensiones nxm y la igualdad a;; = b;; se cumple para todos los
elementos.

Matriz cuadrada: Se dice que una matriz C,,,, es cuadrada si n = m (el
nimero de filas es igual al nimero de columnas). En este caso, se dice que su
dimensién es simplemente n.

Matriz diagonal: Se dice que una matriz D,,, (cuadrada) es diagonal si todo
elemento donde n # m vale cero.

ail 0 0
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Matriz unitaria o matriz identidad: La matriz identidad I es una matriz
cuadrada donde los valores de su diagonal son todos 1.

10 0
01 ... 0

A= . (A.5)
0 0 1

En Matlab u Octave, una manera rapida de generar una matriz identidad es
utilizando la funcién eye(n), donde n es la dimensidn.

>> I = eye(4)

Matriz cero o matriz nula: Es esta una matriz donde los valores de sus ele-
mentos son todos 0.

Matriz traspuesta: Dada una matriz A, la matriz traspuesta de A (denotada
A’) es aquella donde se han intercambiado las filas por las columnas y viceversa,

) ) _
es decir, donde se cumple la igualdad a;; = aj;-

aip a2 ... Qaim

A a21 A2 ... QA2m (A6)
anl Aap2 ... Oanm
aip  azr ... Gnl

A/ _ CL.12 CL.22 . aflz (A?)
al.m a2.m . ar.zm

Tenga en cuenta que (A') = A.
En Matlab u Octave, la matriz traspuesta de A se obtiene rapidamente utilizando
el apéstrofe: A’.

>> Atrans = A’

Matriz simétrica: Es aquella matriz que cumple A = A’. Obviamente, debe
ser una matriz cuadrada.
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Matriz antisimétrica: Es aquella matriz que cumple A = —A’.

Matriz conjugada: Si dada la matriz A, se sustituyen sus elementos por sus
conjugados, entonces la matriz resultante B es la conjugada de A y se denota
B = A. Por ejemplo:

(245 3 —1+4+4j5 ]
A=1|4—-5 5 —-2-2j (A.8)
1 3—5 1+3j

(25 3  —1-4j]
4+j7 5 —2+42j (A.9)
1 345 1-3j

|
I

Matriz conjugada traspuesta: Es aquella que ademds de ser la conjugada,
., —/
también es la traspuesta. Se denota A = A*.

Note que (A*)* = A. Ademas, si todos los elementos de la matriz A son niimeros
reales, entonces la traspuesta A’ es la misma que la conjugada traspuesta A*.

Matriz Hermitiana: Si una matriz A tiene elementos complejos, se dice que
es una matriz Hermitiana si se cumple la relacién A = Ax. Por ejemplo:

[ 2 3-2
a=1,0 ", (A.10)

Matriz Triangular Superior: Se llaman asi aquellas matrices donde se cumple
que los elementos a;; = 0 si ¢ > j. Esto significa que todos los elementos por
debajo de la diagonal principal son cero. Por ejemplo:

247 3 —1+4j
A=| 0 5 —2-2j (A.11)
0 0 1+43j

Matriz Triangular Inferior: En este caso se cumple que los elementos a;; = 0
si ¢ < j, es decir, que todos los elementos por encima de la diagonal principal
son cero. Por ejemplo:

245 0 0
A=|4-—j 5 0 (A.12)
1 3—j 1+3j
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A.2. Algebra de vectores y matrices

Esta seccidn presenta un repaso de las operaciones mds importantes del dlgebra
con vectores y matrices.

A.2.1. Adicion y sustraccién de vectores y matrices

Para que dos matrices A y B puedan ser sumadas o restadas, es necesario que
ambas tengan las mismas dimensiones (igual nimero de filas e igual ndmero
de columnas). Si eso se cumple, entonces las matrices pueden ser sumadas o
restadas término a término: A+ B = a;; +b;; y A— B = a;; — b;j. Por ejemplo:

A:[QTjgij:jig} (A.13)
e
Aip— { 4;2,7‘ 54_—57; —12++6é;j } (A.15)
A—B:[gsfjé_g} (A.16)

Otras interesantes propiedades de la suma y resta de matrices con respecto al
operador de trasposicién (') y el de trasposicién conjugada (*) son las siguientes:

(A+ B =A"+HB
(A+B) = A" 4 B* (A17)
Es sumamente ficil sumar o restar matrices con Matlab u Octave:

>> AmasB = A+B
>> AmenosB = A-B

Los mismos principios anteriores aplican a los vectores: Ambos deben ser de la
misma dimension para poder ser sumados o restados. De hecho, en este sentido
es conveniente ver a un vector como una matriz que posee sélo una fila o una
columna. Las operaciones con Matlab y Octave también son las mismas.



146 Vectores y Matrices

A.2.2. Multiplicacion de un vector o una matriz por un escalar

Para multiplicar una matriz por un escalar simplemente multiplicamos todos sus
elementos por dicho escalar:

4x A=

452 4*(3—23')]

8 12-8j
4% (34 27) 4%3

124+8; 12 (A-18)

En Matlab y Octave esto se logra asi:
>> C = kxA

Los mismos principios anteriores aplican a los vectores. Las operaciones con
Matlab y Octave también son las mismas.

A.2.3. Producto escalar

Dos vectores U y V de igual dimensién m pueden ser multiplicados entre si,
generandose como resultado un escalar. Esta operacién es llamada producto
escalar’ y se define asf:

=1
Por ejemplo:
U=[1 2 3
V=072 3 4 (A.20)
U-V=1%2+2%3+3%4=20

Para hacer esto con Matlab u Octave, es necesario tener en cuenta que en
realidad esto son matrices con una fila o una columna, y por tanto han de ser
arreglados adecuadamente usando el operador “transposicién” ('):

>> k = Ux\V?

2También se le dice producto punto o producto interno
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M3s informacidn sobre la razén de hacer esto en la Seccién A.2.4.

Adicionalmente, otra Util expresidén relacionada con el producto escalar es la
siguiente:

U-V =1U|[V]|cosb (A.21)

Donde 6 es el dngulo entre los dos vectores U y V.

A.2.4. Multiplicaciéon de una matriz por otra matriz

Para multiplicar una matriz por otra matriz es necesario que el nimero de
columnas de la primera matriz sea igual al nimero de filas de la segunda matriz.

Si las dimensiones de la primera matriz A son nxm, y las dimensiones de la
segunda matriz B son mxp, entonces la multiplicacién entre ellas viene dada
por:

AB=C=(c;j) =D amxby) i=12.,n0j=12 .,p (A22)
k=1

Y las dimensiones de la matriz resultante AB serdn nxp.

Al examinar con detalle la Ecuaciéon A.22 podemos ver que en realidad cada
elemento c;; es en realidad el resultado del producto escalar del vector fila A;
por el vector columna B;.

Un ejemplo de multiplicaciéon de matrices se muestra a continuacion:

A= [f i] (A.23)
B— { 2 ;] (A.24)

AB =

2% 5+ 3% (—1) 2*1+3*2]_{7 8] (A.25)

1#5+4x(=1) 1x14+4%x2 | |1 9

Note que, en general, AB puede estar definido pero BA no (recuerde la condi-
cién del nimero de filas y el nimero de columnas). Adicionalmente, incluso si A
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y B son cuadradas, en general AB # BA. Esto significa que la multiplicacion
de matrices no es conmutativa, y hay que ser muy cuidadoso en mantener el
orden de las matrices.

Otras propiedades de la multiplicacién de matrices son las siguientes:

(AB)C = A(BC) Asociativa

(A+ B)C = AC+ BC Distributiva
C(A+B)=CA+CB (A.26)
(AB) = B'A’

(AB)* = B*A*

En Matlab y Octave la multiplicacién de matrices se logra con sencillez:

>> C = AxB

A.2.5. Producto vectorial

Dos vectores U y V de igual dimensién 3 pueden ser multiplicados entre si,
generandose como resultado otro vector, que es perpendicular a los dos primeros.
Esta operacién es llamada producto vectorial, producto cruz o producto externo,
y se define de la siguiente manera:

i j k
UzV =det| u; us us
v1 U2 U3

= [(ug *v3 —vg *ug) — (ug *xv3 —wvy*xuz) (ug*vy— vy *ug)]

(A.27)
Para mds detalles sobre la operacién det (determinante), consulte la Seccién A.3.

Otras expresiones relacionadas con el producto vectorial son:

UxV = |U||V|sinfn (A.28)

Donde 6 es el dngulo entre los dos vectores iniciales U, V y 7 es un vector
unitario perpendicular a ambos.

La Ecuacién A.28, pero ahora en forma de médulo, nos deja:
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|UzV| = |U||V|sin6 (A.29)

A.3. El determinante

El determinante se define como una funcién det(A) que asocia un escalar a una
matriz cuadrada A de dimensién nzn. Otra manera de denotar el determinante
es |A|.

El determinante de una matriz de 2x2 es ficil de calcular. Sea la matriz A:

A= {‘C‘ 2] (A.30)

Entonces det(A) se define como:
det(A) =axd—cxb (A.31)

A.3.1. Menor M;;

Si de una matriz cuadrada A de dimensiones nxn borramos la fila i-ésima y la
columna j-ésima, la matriz resultante tendrd dimensiones (n — 1)z(n — 1). El
determinante de esta nueva matriz se llama el Menor M;; de la matriz A.

A.3.2. Cofactor A;;

Dado un elemento a;; de una matriz A, el cofactor A;; de dicho elemento se
define como:

Ayj = (1) My, (A.32)

A.3.3. Determinante de matrices de dimensiones nxn

Se puede demostrar que el determinante de una matriz A de dimensiones nan
se puede calcular utilizando la expresion:
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Al =" ajpx A (A.33)
k=1

Es decir: Se toman los elementos de una fila cualquiera, se multiplican por los
respectivos cofactores y se suman dichos productos.

Por ejemplo, para una matriz 3z3:

1 2 3
A=|45 6 (A.34)
7 8 10
Su determinante sera:
6 4 6 4 5
_ 4141 1142 1143
Al = 1x(=1"") =« 10 + 2% (—1"7%) % 7 10 + 3% (—11°) % -
= 1*x1x242x(—1)%(=2)+3*1x(=3)
= -3

(A.35)

En Matlab y Octave, el determinante de una matriz se encuentra utilizando la
funcién det ():

>> deterA = det(A)

A.3.4. Matriz adjunta

La matriz adjunta es un importante concepto relacionado con el determinante
y con la inversién de matrices (ver Seccién A.4).

Dada una matriz A, su matriz adjunta (denotada adjA y que llamaremos B) es
aquella donde cada elemento b;; es igual al cofactor A;;. Es decir: Se construye
una matriz cuyos elementos son los cofactores de A, se traspone, y el resultado
es adj A.

3La Ecuacién A.33 también es vélida cuando se expresa en columnas en vez de filas.
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Aip A ... Am
A A o Ap
wjd=p=| "7 % "2 (A.36)
Aln A2n B Ann
Una importante propiedad de las matrices adjuntas es la siguiente:
A(adjA) = (adjA)A = |A|T (A.37)

A.3.5. Rango de una matriz

Dada una matriz cualquiera A de dimensiones nxm, se define como el rango de
A al orden (ndmero de filas o columnas) de su submatriz cuadrada més grande
cuyo determinante no es cero.

Por ejemplo, si se tiene la siguiente matriz:

4 3 1 2
A= 5 2 0 5
-2 5 1 7

Es evidente que, cuando mucho, la submatriz cuadrada mas grande serda de
dimensiones 3z3; por ello, el rango maximo posible serd 3. Al escoger, por
ejemplo, a la submatriz:

Su determinante serd det(subA) = 22. Como 22 # 0 entonces efectivamente el
rango de la matriz A serd 3.

Tanto Octave como Matlab proporcionan la funcién rank () para obtener rapida
y facilmente el rango de una matriz:

>> rank(A)
ans = 3
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A.4. Inversion de matrices

La inversién de matrices es una importante operacion del algebra lineal. Si para
una matriz cuadrada A existe una matriz B tal que se cumple:

BA=AB=1 (A.38)

Entonces la matriz B es la inversa de A, y se denota A~L. No todas las matrices
poseen matriz inversa. Cuando ése es el caso, la matriz es llamada singular, no-
invertible o degenerada.

Asimismo, es posible encontrarse con matrices invertibles pero cuyo comporta-
miento se asemeja a las no-invertibles (especialmente cuando se utilizan orde-
nadores para calcular la matriz inversat). Este tipo de matrices son llamadas
matrices mal condicionadas.

Para que una matriz cuadrada A sea invertible, es necesario que det(A) # 0.
Esto es equivalente a decir que ninguna fila (o columna) de la matriz puede ser
expresada como una combinacién lineal de las demas filas (o columnas).

Por ejemplo, la matriz A.34 es invertible (su determinante no es cero). Sin
embargo, considere la siguiente matriz:

(A.39)

Syl

Il
DN >
Ot N
S Oy W

La matriz B es singular (no invertible) porque la 3ra. fila se puede expresar
como combinacién lineal de las otras dos:

Bg = B2—2*Bl

2 10 = (4 5 6)-2+(1 2 3) (A.40)

Algunas importantes propiedades de las matrices inversas son:

“El problema aparece porque los ordenadores digitales realizan redondeos internos al llevar
a cabo sus calculos, y los efectos de dichos redondeos pueden generar grandes errores cuando
se trabaja con matrices mal condicionadas.
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AAT = A7'A =1
(AB)™* = B7lA!
—14-1 —
(AB)(EE Afll)_f _ i (A.41)
(A—l)/ _ (A/)—l
(A_l)* _ (A*)_l

Si se combina la Ecuacién A.37 con la defincién de una matriz inversa, se puede
demostrar que:

adjA
At =
|A|

(A.42)

La anterior es una expresién muy importante que indica que la inversa de una
matriz A se puede calcular si a la matriz adjunta adjA se le divide por el
determinante det(A).

Tanto Matlab como Octave permiten la obtencién de la matriz inversa utilizando
la funcién inv():

>> invA = inv(A)
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Apéndice B

Sistemas de Ecuaciones

Una de las grandes aplicaciones del algebra de matrices es la resolucién de
sistemas simultdaneos de ecuaciones lineales. Dado que en navegacién a menudo
se generan sistemas de ecuaciones lineales, es conveniente entonces repasar el
manejo de éstos.

B.1. Introduccion

Para ilustrar el concepto se utilizara el siguiente ejemplo adaptado de [Kaw, 2002]:

La telemetria de un cohete nos indica que durante una parte del lanzamiento
del mismo los datos de velocidad son los presentados en la Tabla B.1:

Por otro lado, por el andlisis tedrico se sabe que durante dicha fase de vuelo
la funcién de velocidad del cohete tiene una forma como la indicada en la
Ecuacién B.1:

v(t)=a-t*+b-t+e (B.1)

Tiempo, t (s) | Velocidad, v (m/s)

4 94.5
8 156.3
11 209.1

Tabla B.1: Datos de telemetria de un cohete
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Entonces, dado que los tres puntos indicados por los pares de datos (¢,v) de la
Tabla B.1 tienen que cumplir la Ecuacién B.1, se puede construir el Sistema de

Ecuaciones B.2:

v(t1)) = a-t2+b-t1+ec
v(te) = a-t3+b-tat+c
v(ts) = a-t3+b-tz+c
945 = a(4)®>+0b(4) +ec
156,3 = a(8)2 +b(8) +c
209,1 = a(11)2+b(11) +c

16a+4b+c = 94,5
64a + 8b + ¢
12la 4+ 11b+c¢ = 209,1

(B.2)

I
—
[\
=z
w

Ahora bien, aprovechando las propiedades del algebra de matrices el Sistema
de Ecuaciones B.2 puede convertirse a la forma matricial indicada en la Ecua-
cién B.3.

16a + 4b + ¢ 94,5
64a + 8b+c = | 156,3
121a + 11b + ¢ 209,1
16 4 1
a 64 [ +b-| 8 | +c 1
121 11 1
16 4 1 a
64 8 1 b | = | 156,3
121 11 1 c 209,1

94,5
156,3
209,1

(B.3)

La Ecuacién B.3 representa en forma matricial a un sistema de 3 ecuaciones
con 3 incdgnitas. La forma de resolverlo se presentara en la Seccién B.3.

En general, un sistema de m ecuaciones con n incégnitas del tipo:

a11x1 +aipxs + ... + a1y
a21x1 + a22T2 + ... + a2 Ty

Am1T1 + AmaZo + ... + QmnTn

C1

. (B.4)

Cm
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Se puede escribir en forma matricial como se indica en la Expresién B.5.

ail a2 . A1p C1
as ago e aon 71 (&)
Z2
= (B.5)
Tn
_am1 am2 ... amn_ _Cm_

Para simplificar la escritura, denotaremos la Expresién B.5 de la manera indicada
en la Ecuacién B.6:

AX =C (B.6)

Donde:

s A, de dimensiones mazn, es llamada la Matrix de Coeficientes.

= C, de dimensiones mx1, es llamado el Vector de términos indepen-
dientes.

= X, de dimensiones nx1, es llamado el Vector de incégnitas.

Es importante notar que hay tantas ecuaciones como filas tiene la matriz de
coeficientes (m), mientras que hay tantas incégnitas como columnas tiene la
mencionada matriz (n).

B.2. Sistemas de ecuaciones consistentes e inconsis-
tentes

Se dice que un sistema de ecuaciones es consistente cuando existe al menos
una solucién® que cumple con todas las ecuaciones planteadas.

Por otra parte, se dice que un sistema de ecuaciones es inconsistente si no
existe una solucién que cumpla con todas las ecuaciones que lo componen.

Lo que implica que puede haber infinitas soluciones.
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B.2.1. Diferenciando sistemas consistentes e inconsistentes

Para diferenciar entre sistemas consistentes e inconsistentes, el primer paso es

construir la matriz aumentada [A:C]. Por ejemplo, sean Ay C:

ai; aiz a3 c1
A= | az a2 ax C=1|c
as; agz ass 3

Entonces la matriz aumentada D sera:

a1 a2 a3 C1
D= | axn ax» a3 c
az1 agz asz c3

El segundo paso es calcular el rango Rp de la matriz aumentada D = [A:C] y
el rango R4 de la matriz A. Entonces:

» Si R4 = Rp entonces el sistema de ecuaciones es consistente.

= Si R4 < Rp entonces el sistema de ecuaciones es inconsistente.

B.3. Resolviendo sistemas de ecuaciones consistentes

Si el sistema de ecuaciones es consistente, entonces para solucionarlo se puede
seguir el siguiente procedimiento:

AX C
ATAX A-lC
IX A-1C (B.7)
X A-lC

No obstante, hay que tener en cuenta que la matriz A debe ser invertible (no
singular) para poder hallar su inversa. Esto implica, por ejemplo, que:

det(A) #0

Si det(A) # 0 entonces la solucién del sistema es tnica. Por el contrario, si
det(A) = 0 entonces existen infinitas soluciones.
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EJEMPLO 1: Sea el sistema:
2 3 I . 5)
-1 2 ) - 8

Su matriz aumentada D = [A:C] sera:

El rango de la matriz A es 2, y el rango de la matriz aumentada D también es
2, por lo que se concluye que el sistema es consistente.

Ademds, como el determinante de A es det(A) = 7, A no es singular y la
solucidén serd unica. Entonces:

5 e ] ] ) N

0,28571 —0,42857 2" 37 [a ] _ [028571 —042857 ][5
0,14286  0,28571 —1 2| |2 | ~ | 014286 0,28571 8

T 1 . —2
) | - 3
EJEMPLO 2: Sea el sistema:
2 3 I . 5
4 6 xo | | 10
Su matriz aumentada D = [A:C] ser4:

o203

El rango de la matriz A es 1, y el rango de la matriz aumentada D también es
1, por lo que se concluye que el sistema es consistente.

Sin embargo, el determinante de A es det(A) = 0, por lo que A es singular y
habra infinitas soluciones.

De hecho, el resultado anterior era facil de predecir en esta caso dado que la
segunda fila de A es combinacidn lineal de la primera columna (As = 2 x Ay).

|
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Por ello, las soluciones al sistema de ecuaciones anterior consistirdn en todos
los pares (x1,x2) tales que cumplan con la relacién:

-2 5
2x1+3x2:5 — xzz?xl‘i‘g

EJEMPLO 3: Sea el sistema de ecuaciones presentado al inicio de esta seccién
en la Ecuacién B.3 (el de la velocidad del cohete), entonces su solucién serd:

[ 94,5

= | 156,3

| 209,1

[ 0,035714  —0,083333  0,047619 94,5
—0,678571  1,250000 —0,571429 156,3

| | 3,142857  —3,666667 1,523810 209,1

[ 0,30714

= | 11,76429

| 42,52857

16 4
64 8

1
1
121 11 1

QO T O T o o
Il

Por lo tanto, la funcién de velocidad del cohete tedrica presentada en la Ecua-
cion B.1 se convertira en:

v(t) = 0,30714 - t2 4 11,76429 - t + 42,52857

La expresidn anterior se grafica en la Figura B.1.

B.4. Resolviendo sistemas de ecuaciones inconsisten-
tes

En este caso supdngase que se tiene el mismo cohete presentado en la Sec-
cién B.1, pero ahora la tabla de datos obtenidos fuera la Tabla B.1. La gréfica
de dichos datos se presenta en la Figura B.2.

Si se sigue considerando que la expresion tedrica de la velocidad del cohete es
una expresién de segundo grado (Ecuacién B.1), cuando se examina tanto la
Figura B.2 como la Tabla B.2 se llega a dos importantes conclusiones:

m Un sistema construido a partir de estos datos tendrd mas ecuaciones que
incégnitas, generdndose una matriz no-cuadrada que no se puede invertir.
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Velocidad (m/s)

Yelocidad del cohete (teorica)

g0

Figura B.1: Velocidad tedrica de un cohete

7 8 3

Tiempo (s)

Tiempo, t (s) | Velocidad, v (m/s)
4 94.50
5 112.01
6 121.86
7 145.91
8 156.30
9 164.72
10 193.48
11 209.10

Tabla B.2: Datos de telemetria de un cohete (2)
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Datos de telemetria de un cohete (3)
220 — T T T T T T T

200 - R

180 1

160 1

140 | 1

Velocidad (m#/s)

120 1

100 R

Tiempo (s)

Figura B.2: Datos de telemetria del cohete (2)

= No existe ninguna ecuacién de segundo grado que cumpla con todos los
puntos mostrados, lo que implica que el sistema presentado es inconsis-

tente y no posee solucién?.

Cuando se trabaja con datos reales, es muy comdn que los sistemas de ecua-
ciones generados sean inconsistentes. Hay varias razones para esto, siendo las
mds habituales poseer mds datos que incégnitas a resolver y tener datos cuyas
mediciones han sido afectadas por el ruido.

Se han desarrollado métodos especiales para encontrarle una “solucion” a los
sistemas de este tipo. Tal solucidn no es la solucidn real (pues esta “no existe")
sino mas bien la “mejor’ solucién, seglin algtin criterio previamente determinado.

En las siguientes secciones se presentan dos métodos tipicos para la solucién de
este tipo de problemas.

2Note, sin embargo, que si se ignorase el ntimero adecuado de ecuaciones, se obtendria una
matriz cuadrada y el sistema se podria resolver. No obstante, al ignorar unas ecuaciones en
favor de otras las “soluciones” asi obtenidas serdn diferentes entre si, y en general no seran
Optimas.
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B.4.1. Método de los minimos cuadrados

El método de los minimos cuadrados (Least Mean squares o LMS en inglés) se
basa en hallar la solucién en la cual la suma de todos los errores (elevados al
cuadrado para eliminar el signo) sea la minima.

Aplicar este método es sencillo mediante el dlgebra de vectores y matrices. Dado
el sistema presentado en la Ecuacién B.6:

AX =C

Lo primero es reconocer que A no es una matriz cuadrada. El método empieza
entonces generando una matriz cuadrada (suceptible de ser invertida) mediante
la multiplicacién por la transpuesta de A:

ATAX = ATC

La nueva matriz (ATA) si es cuadrada, por lo que a partir de ahora se puede
despejar el vector de incégnitas X siguiendo un procedimiento similar al utilizado
en la Ecuacién B.7.

ATAX = ATC
(ATA)"1(ATA)X = (ATA)'ATC
IX = (ATA)'ATC
X = (ATA)7'ATC

(B.8)

Volviendo entonces a los datos presentados en la Tabla B.2, el sistema de ecua-
ciones correspondiente sera:

[16 4 17 [ 94,50
2% 5 1 112,01
36 6 1 121,86
49 7 1| ] _ | 1459
64 8 1| | | T | 15630
81 9 1 164,72
100 10 1 193,48

121 11 1 | 209,10 |

Y la solucién correspondiente es:
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a 0,35655
b | = | 10,70560
c 47,51536

Entonces, en este caso la funcién de velocidad del cohete (tedrica) sera:

v(t) = 0,3565 - £* 4 10,70560 - ¢ + 47,51536

Por favor, compare estos resultados con los del Ejemplo 3 de la Seccién B.3.

Si se grafica la expresién anterior junto con los datos originales, se obtiene la
Figura B.3 donde se aprecia el ajuste que logra el método LMS.

Yelocidad del cohete (teorica-LMS)
220

Ajuste LMS ——

200 -

180

160

140

Velocidad (m#/s)

120

100

80 1 1 1 1 1 1 1 1
4 5 =] T g 9 10 11

Tiempo (s)

Figura B.3: Velocidad del cohete ajustada con LMS

B.4.2. Método de los minimos cuadrados con pesos

En el método anterior se supuso que todos los datos de la telemetria eran de la
misma calidad, es decir, que las ecuaciones que de ellos se derivan tenian todas
igual importancia para la solucién del problema.

En la practica, sin embargo, a menudo es posible obtener informacién adicional
que permite asignar un peso relativo a cada ecuacién. Esto significa que hay
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Tiempo, t (s) | Velocidad, v (m/s) | Desviacién estandar o (m/s)
4 94.50 3.9
5 112.01 1.8
6 121.86 6.8
7 14591 3.2
8 156.30 7.7
9 164.72 15
10 193.48 4.2
11 209.10 3.5

Tabla B.3: Datos de telemetria de un cohete (3)

ecuaciones en las que se confia mds, mientras que en otras se confia menos.
Se habla entonces del método de los minimos cuadrados con pesos, o weighted
least mean squares (WMS) en inglés.

Por ejemplo, esta situacién se presenta tipicamente en los sistemas globales de
navegacion por satélite (GNSS), como el GPS. El receptor GPS recibe una sefial
de cada satélite del sistema que esté a |a vista, y también posee (o puede derivar)
informacién adicional sobre que tan confiable es cada una de esas sefiales. De
esa manera, al construir el sistema de ecuaciones (una por cada satélite), el
receptor puede hacer un juicio del valor relativo de cada ecuacién.

Este juicio de valor entre las ecuaciones se puede hacer de infinitas maneras
diferentes, pero una de las mas comunes es utilizar variables estadisticas como
la dispersién o desviacién estandar asociada a cada dato, que permite asignar
los pesos relativos.

Supdngase entonces que los datos presentados en la Tabla B.2 vienen ahora
acompaiiados de su respectiva desviacidon estandar o, como se indica en la
Tabla B.3. La Figura B.4 grafica esos datos con las barras de error asociadas.

Para asignar los pesos relativos se construye entonces una matriz diagonal W
de dimensién n (donde n es el nimero de ecuaciones), cuyos elementos son los
que se pesos que se desea asignar a cada matriz:

w1 0 0

0O 0 ... w,
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Datos de telemetria de un cohete (3)
220 — T T T T T T T

200 - R
180 1

160 | % 1

140 | 1

120 % 1

100 R

Velocidad (m#/s)
[

Tiempo (s)

Figura B.4: Datos de telemetria del cohete (3)

Si se utiliza el criterio® de utilizar la dispersién (o mds apropiadamente, la
varianza) para asignar los pesos relativos, la solucién obtenida serd llamada la
solucion de minima varianza. En este caso, cada elemento de la diagonal de
W estard formado por la inversa de la varianza asociada a cada ecuacién, de
modo que a mayor varianza (dispersién), el peso relativo asignado es menor y
viceversa. Esto se representa en la Ecuacién B.10.

1o12 0 ... 0
0 1/52 ... 0
W= o . (B.10)
0 0 oo 1/op2

Independientemente del criterio para asignar los pesos, el método comienza
asignando los pesos mediante la multiplicacién del sistema de ecuaciones por la
matriz de pesos W. La matriz de coeficientes resultante WA no es cuadrada,
por lo que partir de alli se siguen los pasos habituales para despejar el vector de
incégnitas X (como se hizo para el método LMS).

3Recuerde que hay una infinidad de criterios posibles. Por ejemplo, en el caso del sistema
de ecuaciones GPS aumentado con EGNOS o WAAS hay un criterio especifico definido en el
documento de la RTCA “Minimum Operational Performance Standards” (MOPS) RTCA/DO-
229A/B/C, llamado simplemente “pesos MOPS" .
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WAX = WC
ATWAX = ATWC
(ATWA)_I(ATWA)X = (ATWA)_lATWC (B.11)
IX = (ATWA)'ATWC
X = (ATWA)_IATWC

Tomando en cuenta los datos de desviacion estdndar de la Tabla B.3, la matriz

de pesos asociada sera:

C0,06575 0 0 0

0 03084 0 0

0 0 002163 0

0 0 0  0,09766

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0,01687 0
0  0,44444
0 0
0 0

o O O O O

0
0,05669
0

OO O o oo

0
0,08163 |

Aplicando entonces el procedimiento descrito en la Ecuacién B.11, la solucidn
aplicando el método WMS para este ejemplo sera:

Entonces, en este caso la funcién de velocidad del cohete (tedrica) sera:

0,72091
4,19839
72,05006

v(t) = 0,72091 - £2 + 4,19839 - ¢ + 72,05006

En la Figura B.5 se grafican los datos originales con sus barras de error, el ajuste
que logra el método LMS y el ajuste obtenido con el método WMS.

En dicha figura se puede apreciar con facilidad que la linea correspondiente
al método WMS *“tiende a acercarse mas” a aquellos puntos que presentan la
menor dispersién (y que por tanto tienen el mayor peso).
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Yelocidad del cohete (teorica-WMS)
220 — T T T

Ms ——

200

180

160

140

Velocidad (m#/s)

120

100

a0 1 1 1 1 1 1 1 1

Tiempo (s)

Figura B.5: Velocidad del cohete ajustada con WMS
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Lista de Acronimos

ABAS
ADF
AlIP
AM
AU
BIPM
Cio
CIS
CTS
DME
DTK
DVOR
ECEF
EGNOS
EHF
ERP
ETA
ETE
FIR

Aircraft-Based Augmentation System
Automatic Direction Finder

Aeronautical Information Publication
Amplitude Modulation

Astronomical Unit

Bureau International des Poids et Mesures
Conventional International Origin
Conventional Inertial System

Conventional Terrestrial System

Distance Measurement Equipment

Desired Track

Doppler VHF Omnidirectional Radiobeacon
Earth-Centered, Earth-Fixed

European Geostationay Navigation Overlay System
Extremely High Frequency

Earth Rotation Parameters

Estimated Time of Arrival

Estimated Time En-route

Flight Information Region
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FM Frequency Modulation

GAST Greenwich Aparent Sidereal Time
GBAS Ground-Based Augmentation System
GLONASS GLObal NAvigation Satellite System

GMT Greenwich Mean Time
GNSS Global Navigation Satellite System
GPS Global Positioning System

GPST GPS Time

GS Glide Slope

HDG Heading

HF High Frequency

IAU International Astronomical Union

IERS International Earth Rotation and Reference Systems Service
INS Inertial Navigation System

ILS Instrumental Landing System

ITRF International Terrestrial Reference Frame
JPL Jet Propulsion Laboratory

kt Knot

LAAS Local Area Augmentation System

LF Low Frequency

LLA Latitud, Longitud, Altura

LLZ Localizer

LOP Line Of Position

LORAN LOng RAnge Navigation
MF Medium Frequency
MSAS Multi-functional Satellite Augmentation System

NACC Navegacién Aérea, Cartografia y Cosmografia
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NDB
NED
NEU
NGA
NM
OACI
PAPI
RF
RPM
SBAS
SHF
Sl
SID
STAR
TAI
TK
UHF
uTt
uTo
UT1
uT2
uTtcC
VASI
VHF
VLF
VOR
WAAS
WGS
XTE

Non-Directional Beacon
North-East-Down

North-East-Up

National Geospatial-Intelligency Agency
Nautical Mile

Organizacién de Aviacién Civil Internacional
Precision Approach Path Indicator
Radio Frequency

Revoluciones por minuto
Satellite-Based Augmentation System
Super High Frequency

Sistema Internacional

Standard Instrumental Departure
STandard ARrival

Temps Atomique International

Track

Ultra High Frequency

Universal Time

Universal Time 0

Universal Time 1

Universal Time 2

Universal Time Coordinated

Visual Approach Slope Indicator
Very High Frequency

Very Low Frequency

VHF Omnidirectional Radiobeacon
Wide Area Augmentation System
World Geodetic System

Cross-Track Error
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